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Vorrede und .Mstorische EMeitirng, 

Wahrend die Theorie der linearen Differentialgleichungen seit 
geraumer Zeit ein festgefiigtes Gebaude darstellt, das heute bereits 
eine imposante GroBe besitzt ; konnte bis vor kurzem von einer eigent- 
liclien Tlieorie der linearen Differenzengleicliungen uberhaupt noch 
nicht gesprochen werden, da nur einzelne, nicht zusammenhangende- 
Untersuchungen fiber diesen Gegenstand vorhanden waren. 

Lange bekannt 1 ) ist die Integration der liomogenen linearen Diffe- 
renzengleichungen mit konstanten Koeffizienten ; d. h. die Theorie der 
sogenannten reknrrenten Reihen in engerem Sinne; docli erst Lagrange 
hat sie systematise!), behandelt. Dieser errnoglichte dann durch seine 
Methode der ;7 Variation der Konstanten" die Losung der nicht homo- 
genen linearen Differenzengleichungen durch die Integration der zu- 
gehorigen ;; rednzierten" (liomogenen) Gleichung und bloBe Summationen 
(ygl. 3. Kap.j V). Wiclitige Hilfsmittel fiir die Berechnung des allge- 
naeinen Gliedes einer rekurrenten Reihe bzw. far die Integration der 
linearen Differenssengleichungen sclmf Laplace durch seine Theorie der 
erzeugenden Funktionen 2 ), besonders aber durch die auch bei den 
linearen Diiferentialgleiclmngeu eine grofie liolle spielende nach 
ihra benannte Laplace schQ Transformation", clurch welche die Losung 
der linearen Differenzengleichungen (in Form bestiminter Integrals, 
auf gefaBt als Funktionen eines Parameters) auf die Integration linearer 
Differentialgleichungen zuriickgeftihrt wird. Insbesondere die linearen 
Differenzengleichungen mit linearen Koeffizienten, die sogenannten 
Laplace sehen. DifferenzengleicLungen", bei denen die zu losende lineare 
Difterentialgleichung von der ersten Ordnung ist ; konnten auf diese 
Weise vollstilndig integriert und die Losungen der La'placeschen 
Gleichungen zweiter Ordnung, wie zuerst Tliomae (1869) naher aus- 
fiihrte, durch hypergeometrische Reihen dargestellt werden. Sptiter ist 
diese Transformation u. a. eingehend von Pincherlc behandelt worden, 
der besonders auf das dualistische Prinzip hinwies, nach welchem 

1) Etwa seit 1700 (vgl. die Literaturangaben \>ziAndoyer } 1., S. 69, Note 48); 
das erste bekannte Beispiel einer rekurrenten Heiiae findet sich. bereits bei 
Leonardo Pisano (Fibonacci), Liber abaci 1228 (vgl. 7. Kap., Ill, A). . 

2) Vgl. Andoyer, 1., S. 75. 
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die Losung linearer Differenzengleichungen auf diejenige linearer Dif 
rentialgleichungen und utngekehrt zuriickgefiihrt werden kann. 

Ferner existieren aus alterer Zeit zahlreiche Arbeiten teils grofien 
teils kleineren Umfangs iiber einzelne lineare Differenzengleichung( 
besonders erster und zweiter Ordnung, deren Integration durch v< 
schiedenartige formale Prozesse meist rekurreuter Natur geleistet wir 
dabei beschranken sicli aber die meisten Autoren auf positive gar 
zahlige Werte (bzw. auf die in der arithmetischen Reihe X Q , # + 
x Q +2hj ... enthaltenen Werte) der unabhangigen Veranderliche 
wie es clem Standpunkte des Differenzenkalkiils entspricht. D 
Losungen nur weniger linearer Differenzengleichungen erster ui 
zweiter Ordnung wurden. wirklich durch explizite analytisclae An 
driicke dargestellt und funktionentheoretisch durchforscht; zu dies< 
gehort vor alien Dingen die einer homogenen linearen Differenze 
gleichung erster Ordnung gentigende Gammafunktion ; die bereits vc 
Euler, besonders aber yon Gaufi in seiner klassischen Arbeit lib 
die hypergeometrische Reihe eingehend behandelt worden ist. D 
Ganimafunktion spielt in der Theorie der linearen Diiferenzengleichungt 
eine hervorragende Rolle (vgl. 1. Kap., II, C und D, 'sowie das 10. Ka 
und die SchluBbetrachtung)-, diese Funktion, der Legendre den N"ame 
^Gammafunktion" gab, gehort nebst ihrer logarithrnischen Ableitun 
wie schon Gaufi bemerkt, zu den interessantesten Gebilden der ganze 
Analysis; die Literatur uber sie ist inzwischen ungeheuer angewachse 
und in dem treff lichen Handbuche von Nielsen, dem auch der Unte: 
zeichnete zahlreiche Literaturangaben und tnanche wertvolle A] 
regungen verdankt, erschopfend bearbeitet worden. 

Im iibrigen datieren die funktionentheoretischen Arbeiten iibe 
die Losungen linearer Diflerenzengleichungen erst aus neuerer Zei 
Weierstrap dehnt die Untersuchung der Gammafunktion auf komples 
Variable aus und wird durch ihre Produktdarstellung zu seiner b< 
riihmten Theorie der ganzen transzendenten Funktionen gefiihr 
Guichard stellt einen spiiter von H. Weber wiedergefundenen Integra! 
ausdruck f'iir die ; ,Summe" einer Funktion auf, aus dem sich nac 
Cauchyschen. Prinzipien der von Plana und Abel gegebene* Integra 
ausdruck ergibt 1 ), und beweist mittels desselben, daB die Summ 
einer ganzen trauszendenten Funktion ; abgesehen von einer perk 
dischen Punktion ; wieder eine ganze transzendente Funktion ist; das 
selbe beweisen spiiter auf andere Weise (mittels der Bernoulli ache 
Funktion) AppeU und Hurivite. Diese sowie besonders Mellin un 
Barnes haben die Losungen der linearen Differenzengleichungen erste 
Ordnung fiir komplexe Variable eingehend untersucht. Holder lx 

1) Dieser wiedorum fiilirt unmittelbar zu der lange bekannten Mac Laurw 
JG^Zerschen Summenformel (vgl. 1. Kap., II, B, SchluB). 
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eist, daB die Gammafunktion keiner algebraisclien Differenfcialgleichung 
aniigt, und Barnes erweiterfc diesen Satz auf die Losungen beliebiger 
nearer Differenzengleichungen erster Ordnung init algebraischen Koeffi- 
.enten; damit war gezeigt, daB bereits die linearen Differenzenglei- 
lungen erster Ordnung wesentlicfi nem transzendente Fwnktionen de- 
aieren. 

Soweit die linearen Differenzengleichungen erster Ordnung. Was 
'.e homogenen linearen Differenzengleichungen zweiter Ordnung an- 
3trifi% so hat bereits Boole in seinem ,,Treatise" Ansatze zu Reihen- 
itwickelungen ihrer Losungen gemacht; doch fehlt fast durchweg die 
iauptsache der Konvergenzbeweis. Welter sind dann die so- 
3nannten.hypergeometriseh.en Differenzengleichungen zweiter Ordnung, 
elche aufs engste mit der Gcm/Jschen hypergeonietrischen Reihe zu- 
mmenhangen sind doch die Beziehungen zwischen den ;? contiguen" 
unktionen nichts anderes als lineare Differenzengleichungen zweiter 
rdnung ? wie schon erwahnt ? von Thomae und spater in ahnlicher 
^eise, aber nicht so ausfiihrlich, von Webb und Barnes, am elegan- 
sten und kiirzesten aber von Heymann behandelt worden; eine sehr 
>rgfaltige Darstellung der Bedeutung der hypergeonietrischen Reihe 
r die Integration der linearen Differenzengleichungen zweiter Ord- 
iii g hat Pinclierle (4 b ) gegeben. 

Uber die linearen Differenzengleichungen hoherer Ordnung mit 
iriablen Koeffizienten war abgesehen von den Laplaceschen Glei- 
tungen bis in die neueste Zeit in funktionentheoretischer Beziehung 
hr wenig bekannt. Bahnbrechend ist hier eigentlich Poincare gewesen, 
sr in einer groBeren Abhandlung iiber das Verhalten der Integrale 
learer Differentialgleichungen im TJnendlichen gelegentlich diese Frage 
ich fiir Differenzengleichungen behandelt; und obwohl seine Dar- 
3llung mehrere Fehler enthalt und die Resultate nicht ganz prazis 
ad, so habe ich rnich aus dem obigen so wie aus deni weiteren 
:unde ; daB hier mit ganz wenigen Hilfsniitteln und ohne Benutzung 
.derweitiger Disziplinen durch blofie strenge Fallunterscheidung ver- 
ItnismaBig viel erreicht wird, entschlossen ; clem Poincare 'schen Satze 
a besonderes Kapitel (9) zu widnien 1 ), den Beweis von den Fehlern zu 
inigen und die Resultate durch die tiefgehenden Untersuchungen von 
incfierle, Horn, Ford, Perron und Norlund zu erganzen. Dieser Satz 
stattet dann zwei sehr schone Anwendungen: die approximative 
>sung homogener linearer Differenzengleichungen von Pinclierle und 
3 Losuiig homogener linearer Differenzengleichungen zweiter Ord- 
.ng durch konvergente unendliche Kettenbriiche 2 ) von Norlund. Eine 
rekte Fortsetzung der Poincarescheu Untersuchung bilden ferner 

1) Man "beachte die Bemerkungen dazu am Schlusse des Werkes. 

2) Derartige Kettenbruchentwicklungen gab bereits, doch ohne Konvergenz- 
weis, G-aup und spater allgemeiner Pinclierle. 
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die asymptotischen Darstellungen der Losungen hoinogener linearer 
Differenzengleichungen von Horn, Galbrun und Norhtnd (vgl. 
10. Kap. ; III). 

Inzwischen erfuhr aber ein anderes Gebiet unserer Disziplin eine 
machtige Forderung, namlicli die formale Seite der Theorie der lineareu 
Differenzengleichungeo, insbesondere soweit sie sich auf die Analogien 
mit den algebraischen Grleichungen und auf die entsprechenden Ana- 
logien mit den linearen Differentialgleichungen erstreckt. Hier hat 
nach. Casorati hauptsachlich Pincherle mit seinen Schulern Sortolotti 
und Amaldi den Grundstein gelegt und besonders im 10. Kapitel 
seines Buches tiber die distributiven Operationen 1 ) gewissermaBen das 
Geriist fur den Aufbau einer solchen Theorie errichtet. Dann haben 
Heymann, Giddberg und der Unterzeichnete den Bau soweit gefordert, 
dafi wenigstens dieser Teil der Theorie der linearen Differenzen- 
gleichungen jetzt ungefahr auf deni gleichen Niveau steht wie der 
entsprechende bei den linearen Differentialgleichungen: wir erwahnen 
hier namentlich die mannigfachen Determinantenbeziehungen ; die Re- 
duktion und Zerlegung homogener linearer Differenzengleichungen, die 
vielfachen Losungen ; die Theorie der Acljungierten und Assoziierten, 
Multiplikatoren ; Kettenbruchverfaliren, Resultante ; den groBten ge- 
meinsamen Teiler und das kleinste Vi elf ache , die Iteration und Ver- 
tauschbarkeit homogener linearer Differenzenausdriicke, den Irreduk- 
tibilitatsbegriff, die Theorie der inyarianten Funktionen ; die Trans- 
formationstheorie und endlich die Gruppentheorie (Kap. 2 6). Die 
Analogien zwischen den. formalen Theorien der linearen Differential- 
und Differenzengleichungen sind so weitreichend, dafi viele Partien 
direkt natiirlich cum grano salis von den Differentialgleichungen 
auf die Differenzengleichungen iibertragen werden konnen; das hat 
meinen Mitarbeiter, Herrn Gttldberff, veranlaBt ; einzelne Gebiete, wie 
z. B. die Gruppentheorie ; die in dem Handbuche von L. SMesinger 
so wie in dem ;? Traite" von Picard fur Differentia] gleicliimgen ein- 
. gehend dargestellt worden sind ; ganz kurz zu behancleln ; wiihrend er 
die Analogien der neueren Untersuchungen von fleffter und Loeirn^ 
die in dem Schlesinger sohen Handbuche noch nicht enthalten sind ; 
ausfiihrlicher auseinandergesetzt bzw. in Form von Aufgaben und zu 
beweisenden Satzen wiedergegeben hat. 

Dagegen schienen der funktionentheoretischen Untersuchimg der 
Losungen eirier linearen Differenzengleichung beliebiger Ordnung bzw. 
ihrer Darstellung durch analytische Ausdriicke unliberwindliche Schwie- 
rigkeiten entgegenzustehen ; insbesondere der Aufstellung formell ge- 
niigender, in einem gewissen Bereiche konvergenter Reihen ; uhnlich 
den Potenzreihen, durch die Gauchy fur die Theorie der Differential- 



1) Pincherle (u. Arnoldi), 9. 
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gleichungen die Grundlage geschaffen hatte. Die Uberwindung dieser 
Schwierigkeiten war erst moglich, nachdem sick die tJberzeugung 
Bahn gebrochen hatte, daB bei der Integration der linearen Differenzeii- 
gleichungen nicht die Potenzreihen, sondern die bereits von Stirling 
behandelten, seitdem aber lange Zeit vernachTassigten Fakultatenreihen 
sowie auch die Partialbruchreihen die dominierende Rolle spielen. 
Durch die&e Einsiclit gelang es erst in allerneuester Zeit, nachdem 
bereits Mellin 1 ) wertvolle Ansatze geinacht hatte, aber nicht bis zuin 
Endziele gelangt war ; dem jungen danischen Astronomen Norlund, der 
mir seine Untersuchungen brief lich mitteilte 2 ), fur gewisse Normal- 
formen von homogenen linearen Differ enzengleichungen, deren Koeffi- 
zienten in einem gewissen Gebiete konvergente Fakultatenreihen sind, 
nach (7<mc%schen Prinzipien mittels einer Majorantenreihe den Beweis 
der Konvergenz inrer ebenfalls durch Fakultatenreihen dargestellten 
Losungen zu erbringen ; indem er sich dabei auf die neueren Unter- 
sachungen von Jensen, Nielsen nnd Landau iiber die Konvergenz der 
Faknltatenreihen stiitzte (vgl. 10. Kap>, IV). 

In Betreff der nicht homogenen linearen Differenzengleichnngen 
seien noch die Arbeiten von Heymann erwahnt, welche in vielen 
Fallen die Aufstellung eines Partikularinfcegrals nnd damit die Zuriick- 
fiihrung auf homogene Gleichungen lehren, ohne auf die Methode 
der Variation der Konstanten, die wegen der mit ihr verbundenen 
Summationen meist mir formale Bedeutung hat ; zu rekurrieren 
(8. Kap., II); dabei ergeben sich Ankniipfungspunkte mit den in 
neuester Zeit im Vordergrunde des Interesses stehenden Integral- 
gleichungen (8. Kap., II ; B). 

In dem vorliegenden Buche wird nun auf Grand der oben in 
grofien Ziigen skizzierten wichtigsten Forschungsergebnisse zum ersten 
Male der Versuch gemacht ; eine zusammenhiingende Theorie der linearen 
Differenzengleichungen aufzubauen. Dabei betonen wir von vornherein 
grundsatzlich den Sfcandpunkt ; daB wir diese Theorie liber das Niveau 
der rekurrenten Reihen erheben und sie an die Seite der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen stellen wollen 3 ): wir betrachten also 
die unabhangige Veranderliche als stetiy variabel und haben deshalb 
solche Dntersuchungen bevorzugt, welche diesen Standpunkt entwecler 
einnehmen oder wenigstens ermoglichen. Damit hangt zusammen ; daB 
die in dem allgemeinen Integral auftretenden willkiirlichen ;; Kon- 



1) Acta Math. (1887). 

2) Ein kurzer Auszug 1st in den C. li. 15. Nov. 1909 erschienen; ausfuhr- 
lichere Darstellung in der inzwischen veroffentlichten Diss. Kopenhagen 1910. 

3) "Wie befruclitend iibrigens das tiefere Studium der rekurrenten Beihen 
seinerseits auf die Theorie der linearen Dift'erentialgleichungen wirkt, haben 
besonders in neuerer Zeit die Arbeiten von Pincherle, Horn und Perron zur Ge- 
niige bewiesen. 



YIII Vorrede und historische Einleitung. 

stanten" keine wirklichen Konstanten, sondern periodisclie Punktionen 
von der Periode 1 sind ; was zuweilen zu eigentiimlichen, fur die 
Differenzengleichungen charakteristischen Schwierigkeiten fiihrt, die 
bisher noch nicht genfigend beachtet za sein scheinen und die sich 
liauptsachlich daraus ergebeu, daB die Wurzeln algebraischer Glei- 
chungen, deren Koeffizienten ; ,Konstanten" sind ? nicht selber , ? Kon- 
stanten" zu sein brauchen (vgl. 6. Kap., IV). Von den vorhandenen 
Lehrbiichern fiber Differenzenrechnung tragt wohl noch am meisten 
der ;; Treatise" yon Boole unserem Standpunkt Rechnung, ein wenig 
auch bereits der noch altere ? ,Traite" von Lacroix, wahrend das im 
iibrigen vortreffliche Lehrbuch von Markoff ebenso wie das von 
Seliwanoff sowie dessen Enzyklopadiebericht (franzosische Bearbeitnng 
von Andoyer) vollstandig auf dem Standpunkt des Interpolations- und 
Differenzenkalkiils steht. 

'Bei der Anordnung des Stoffes war auBer dem okonomisehen 
lauptsachlich der genetische Standpunkt maBgebend, der sich schon 
daraus. von selbst ergab ; daB mehrere wichtige Arbeiten erst wahrend 
der Abfassung unseres Werkes erschienen. Das voiiiegende Buch 
besteht aus zwei getrennten Teilen, deren erster die grundlegenden 
Begriffe' und die formalen Theorien enthalt, wahrend der zweite, 
funktionentheoretische Teil die eigentliche Integration der linearen 
Differenzengleichungen durch analytische Ausdriicke behandelt. Fiir 
die Aufnahme in unser Lehrbuch kamen nur solche Untersuchungen 
in Betracht, die zu endgiiltigen, brauchbaren Resultaten fiihren; ins- 
tesondere fiir Arbeiten iiber unendliche Prozesse (Integraldarstellungen, 
JEntwicklungen in unendliche Produkte, Reihen ; Kettenbriiche usw.) 
Tvar der Nachweis der Konvergenz (bzw. des asymptotischen Ver- 
lialtens) die conditio sine qua non ihrer Beriicksichtigung. Zahlreiche 
3Beispiele ? die moglichst aus Originalarbeiten entnommen sind, dienen 
durchweg zur iJlustrierung und Anwendung der dargestellten allge- 
inieinen Theorien. 

Als ich dieses Buch zu schreiben begann ; waren die oben ge- 
nannten Arbeiten von Norland erst im Entstehen begriffen. Ura daher 
fiir die im ersfcen Teile behandelteii formalen Theorien durch den 
!Nachweis der Existenz eines Fundamentalsy stems von Losungen homo- 
gener linearer Differenzengleichungen eine feste Grundlage zu schaffen ; 
fiihrte ich diesen Existenzbeweis zunachst ohne Riicksicht auf die 
analytische Darstellbarkeit der Losungen ganz im Sinne der Berech- 
nung der Glieder einer rekurrenten Reihe ; wie sie z. B. Markoff in 
seinem Lehrbuche auseinandersetzt ; indern ich mich clabei auf homo- 
gene lineare Differenzengleichungen mit rationalen Koeffizienten und 
auf reelle Werte der unabhangigen Variablen beschrankte. Der Nach- 
eines zu jedem Werte voa x nicht nur zu den Werten 
nil (n = ; 1, 2 ; . . .) gehorigen Funktionswertes gelang da- 
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durch, daB iin AnschluB an Lacroix und Boole, besonders aber an 
Pindierle 1 ) der Begriff der ;? Anfangsbedingung" 7 durcli die eine ,,Par- 
tikularlosung" in eindeutiger Weise bestiinrnt wird, durcli Einfiihrung 
einer willkiirlicli vorgeschriebenen ^Anfangsfunktion" in einer fur 
lineare Differenzengleichungen geeigneten Weise definiert wurde. Die 
Beschrankung auf reelle Werte der unabhangigen Veranderlichen gegen- 
iiber Pincherle, der kornplexe Variable betrachtet, errnoglichte eine 
genauere Fixierung der Vorstellung sowie eine weiter ins Einzelne 
gehende Durchfiihrung, insbesondere den Nachweis einer fiir jeden 
(endlichen) Wert der unabhangigen Veranderlichen endlichen, ein- 
deutigen und stetigen Partikularlosung sowie in den meisten Fallen 
die Darstellung derselben durch eine Fouriersehs Reihe. 

Nachdem mir die Arbeiten von Norlund bekannt geworden waren, 
liatte ich ja nunmehr die analytische Darstellung der Losungen einer 
homogenen linearen Differenzengleicliung durcli Fakultatenreihen, die 
in einem gewissen Bereiche konvergieren ; zum Ansgangspunkte der 
ganzen Theorie der linearen Differenzengleichungen maclien konnen; 
ich bin aber nacti reifliclier Ubeiiegung bei dem urspriingliclien Plane 
in der Anlage des Buclies geblieben ; und zwar aus drei Griinden: 
erstens aus historischem Grunde ; denn die Wahl jenes Ausgangs- 
punktes hatte die ganze Entwickelungsgeschichte unserer Disziplin 
geradezu auf den Kopf gestellt; zweitens aus didaktischem Grrunde: 
der Beweis fiir die Konvergenz der Losungen ist zienilich kompliziert 
und setzt manclierlei aus anderen, zuni Teil ganz neuen Grebieten 
voraus ? sodaB der Anfanger abgesclireckt worden ware ; "wahrend der 
bloBe Existenzbeweis an Emfachheit und Anschauliclikeit niclits zu 
wiinsclien iibrig laBt; endlicli last not least aus dem Grrunde, 
weil dadurcn auch der Theorie der linearen Differenzengleichungen 
fiir reelle Veranderliche ; die eine besondere Behandlung zulaBt ; also 
namentlich der Fourier when Reihe ihr Recht wird. So bilden nun- 
mehr die Arbeiten von N'orlund den SchluBstein des ganzen Werkes. 

Die Beschrankung auf reelle Variable ist dann, soweit sie iiber- 
haupt in Betracht kommt in den formalen Theorien (Kap. 2 0) 
hat ja die unabhangige Veranderliche lediglich ;; literale" Bedeutung , 
auch im 7., 8. und 9. Kapitel teils der Einfachheit der Darstellung 
wegen ; teils weil sie im Sinne der ganzen Untersuchung liegt, fest- 
gehalten worden. 2 ) Dagegen war fiir das letzte (10.) Kapitel, welches 
von der Integration der linearen Differenzengleichungen durch Reihen 
handelt, diese Beschrankung nicht angebracht, weil die Darstellung 

1) PincJierle (u. Amaldi), 0. 

2) Dadurch ergab sicli gleichzeitig ein vermittelnder Standpunkt zwischen 
den Forschern, die nur ganzzahlige, positive Werte der unabhangigen Ver- 
^nderlichen zulassen, und denen, welclie komplexe Werte der Variablen in Be- 
tracht ziehen. 
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dadurch an Einfachheit nicht gewinnt, an tlbersichtlichkeit aber ver- 
liert, indem der Konvergenzbereich der auftretenden Reihen in un- 
notiger Weise beschrankt wird. 

Eine weitere, ebenfalls durch die Einfaehheit der Darstelltmg 
und die durchweg angestrebte Prazision der Resultate bedingte Be- 
grenznng des Stoffes haben wir uns dadurch auferlegt, daB wir im 
allgemeinen nur solche lineare Differ enz en gleichungen betrachten, deren 
Koeffizienten rationale Funktionen der unabhangigen Veranderlichen 
sind; nnr an zwei Stellen sind wir aus bestimmten Griinden von 
diesem Prinzip abgewichen; im 9. Kapitel, welches den Poincareschen 
Satz behandelt, wo diese Beschrankung unnotig 1st das ist gerade 
ein Vorzug der Poincaresohen Beweismethode ; und im letzten 
Abschnitt des 10. Kapitels, wo eine Grrundlage fiir weitere Unter- 
sucliungen gesctaffen werden sollte und daher die Koeffizienten Fakul- 
tatenreihen sind. 

Vorausgesetzt werden in diesem Buche die Elemente der Funk- 
tionentlieorie und der algebraischen Analysis, die wichtigsten Deter- 
minantensatze^ die Differential- und besonders die Integralrechnung* 
sowie in den beiden letzten Abschnitten einige Satze aus der Theorie 
der linearen Differentialgleichangen und der Fakultatenreiheii ; dock 
ist in den meisten Fallen auf die Quellen hingewiesen worden ; aus- 
denen diese Kenntnisse geschopft werden konnen. Das Literatur- 
yerzeiclinis am Schlusse des Buclies ; bei welchem die Autoren in 
alphabetischer Reihenfolge und die Arbeiten eines jeden Autors chro- 
nologisch angeordnet sind ; macht keinen Anspruch auf absolute Voll- 
standigkeit und bringt in erster Reihe diejenigen Abliandlungen ; die 
in dem Buche selber benutzt oder zitiert worden sind; doch dtirfte 
wolil keine wichtigere Arbeit iiber lineare Differenzengleichungen fehlen,, 
wenn dasselbe noch durcli die bei Andoyer (1.) enthaltenen Literatur- 
angaben erganzt wird. Herr Gkildberg hat das vierte, ffinfte und 
die drei ersten Abschnitte des sechsten Kapitels bearbeitet- alles 
iibrige riihrt yon dem Unterzeichneten her; Untersuehungen, Bemer- 
kungen und Zusatze desselben, die in diesem Buche zum ersten Male 
veroffentlicht werden, sind durch W. gekennzeichnet worden. Im 
iibrigen konnten durch. das Literaturverzeichnis die Zitate erheblich, 
abgekiirzt werden , indeni nur auf die N"ummer der Arbeit des be- 
treffenden Autors verwiesen zu werden brauchte. 

Moge unser Werk dazu beitragen, das Interesse der Mathematiker 
fiir eine in ihren Anfangen sehr alte, aber in ihren letzten Auslaufern 
ganz neue Disziplin wieder zu erwecken; daB sie dieses Interesse ver- 
dient, zeigt die iiberraschende Manuigfaltigkeit der Entwickehmgs- 
moglichkeiten und TJntersuchnngsmethoden ; deren Darlegung sich der 
Unterzeichnete ganz besonders angelegen sein liefi, sowie der Um- 
stand ; daB sie gerade mit den wichtigsten und schonsten Gebieten 



Vorrede und historische Einleitung. XI 

der Analysis durch vielfache enge Beziehungen verbunden 1st; ins- 
besondere seien jiingere Forscher auf dieses neue Untersuchungsfeld 
hingewiesen, welches lange brack gelegen hat und noch reiche Friichte 
verheiBt. Sollte das yorliegende Bach diesen Zweck erreichen, so 
wird das BewuBtseiu, dem mathematischen Konigreiche eine alte 
Provinz wiedergewonaen zu haben ; den Verfasser fur seine nicht ge- 
ringe Mtihe reichlich entschadigen. 

Zum Schlusse 1st es mir ein Bediirfnis^ meinem Mitarbeiter 
Herrn Guldberg und Herrn Norlund sowie auch dem Teubnerschen 
Verlage meinen besten Dank fur die Bereitwilligkeit auszusprechen, 
mit welcher sie auf meine Wtinsche eingegangen sind; ferner den 
Herren Prof. Dr. Fiirle, Oberlehrer Figur und Kandidat Stegmann ; die 
je eine Korrektur des Buches gelesen haben. 

GEORG WALLENBERG. 
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leicht in die Form (1) uberfuhren, so da6 die Gleicimngen (1) nnd (2) 
als Equivalent zu betrachten sind. Wir ziehen die Form (2) als die 
einfachere im allgemeinen der Form (1) vor: <J> enthalt hier die un- 
abhangige Variable x, die unbekannte Funktion y x und ihre ,,suk2es- 
siven Werte" y x+1 , y x+i , . . ./ y x + n , d. h. die Werte, welche y x fur 
die sukzessiven, um 1 unterschiedenen Werte von x annimmt. Der 
Fall, daB die Werte von x sich um eine beliebige GroBe h unter- 
scheiden, dafi also die sukzessiven Werte lauten: x + h, x + 2h, . . ., 
x + nh, kann leicht auf den obigen ; wo die Differenz 1 ist ; durch 
die Substitution x = h2, 2/^=^ zuriickgefuhrt werden. 

Die Gleichung (2) heiJBt eine Differen^engleichung n ter Ordnung, 
wenn sie wirklich y x + n und y x enthalt; wenn dagegen y x , y x + ly . . ., 
y x +k-i (^<>*) darin nicht vorkommen ; so kann man sie durch die 
Substitution x-\-lc = in eine Differ enzengleichung (n &) ter Ordnung 
transformieren. 

: Die Gleichung 



wird mitt els der Formeln 

&Vx - y*+i - v*> A3 fc = ^+8 - 3 ^-f-2 + 3&+1 - y* 

in die Gleichung 

y*+* -3^+2 + ^ = 

transformiert ; die weder y x noch y x + 1 enthalt. Setzt man x + 
so erhalt man die Differ enzengleichung erster Ordnung 



Enthalt ferner die Gleichung (2) nur diejenigen Funktionen y x+i , 
fur welche die Zahlen i den gemeinsamen Teller r besitzen ; so ist 
sie eine uneigentUche DifferenzengleicJmng n ter Ordnung^ sie ist dann 






n'amlich eigentlicheine Differenzengleichung von der Ordnung n == ; 



bei der die Differenz der sukzessiven Werte von x gleich r ist. So 
ist z. B. die Gleichung 

F(x,y*>yx+*>yx+*) ssaQ . 

uneigentlich von der 6 ten Ordnung, namlich eigentlich von der Ord- 
nung -| = 2 mit der Differenz 3 und wird in der Tat durch die Sub- 
stitution. x ~ 3# ; y^ z = u s in die Gleichung 2 ter Ordnung 



transforniiert. Ebenso ist die Gleichung 

f(v, y*,y* + J = 

1) MarJcoff. 2) W. 
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eigentlicli yon der ersten Ordnung mit der Differenz n und geht durch 
die Substitution x = n#, y ns = u z in 

f(*0,u,,u M+ 3 = 
xiber. 

1st in der Gleichung (2) eine lineare Funktion von y x , y xJrl , . . ., 
y x + n , so heiBt sie eine lineare Differenzengleidmng n ter Ordnung; diese 
hat also die Form: 



worin die pW und p x Funktionen yon x sind. 1st p x = ; so heiBt 
Gleichung (3) eine Jiomogene lineare Differenzengleichung n ter Ordnung; 
ist dagegen p x =)= ; so heiBt sie eine nichfhomogene oder vollstandige 
lineare Diiferenzengleichung. Wir werden uns im folgenden haupt- 
sachlich mit den homogenen linearen Differenzengleichungen be- 
schaftigen, da die vollstandigen Gleichungen, wie wir spater sehen 
werden, sich auf sie zuruckfiihren las sen 5 ferner werden wir uns haupt- 
sachlich auf den Fall beschranken ; daB die Koeffizienten pj rationale 
Funktionen von x sind ; die dann als gan$e rationale Funktionen oder 
Poljnome vorausgesetzt werden konnen. 

II. Definition der Integration einer homogenen linearen 
Differenzengleiclmng. Existenz einer Partikularlosung. x ) 

Eine homogene lineare Differenzengleichung 

(1) p^y.+.+p^v.+.-i + +v* } y* = o 

stellt eine Forderung dar: es soil y v als Funktion von x so bestimmt 
werden, daB sie ; in die Gleichung (1) eingesetzt, diese zu einer iden- 
tischen naacht. Eine solche Funktion y x heiBt eine Losung oder auch 
ein Integral der Gleichung (1). 

A. Die homogene lineare Differenzengleiclmng erster Ordnung. 

Una uns iiber die hier auftretenden Verhaltnisse Klarheit zu ver- 
schaffen, betrachten wir zunachst die einfachste homogene lineare 
Differenzengleichung erster Ordnung 

(2) , y* + i-& = o. 

Sie wird offenbar befriedit durch 






worin &(x) eine willkurliche periodische Funktion von der Periode 1 
bedeutet. Wiirde man nun wie bei den Differentialgleichungen als 

1) Wallenberg, G., Nr. 2; vgl. Lacroix, 1., 418 420; Boole, 1.; fur kom- 
plexe Variable Pincherle (u. Anialdi), 9., Kap. X. 273280. 
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,,Anfangsbedingung" y x = & fur x = 
sich ans Gleichung (2) ergeben: 



d. h. y = & wahlen, so wurde 



T 



Es ware also y x in den Punkten . . . 2, 1, 0, 1, 2, 3 . . . be- 
stimmt, dagegen nickt in den ewischen diesen Punkten liegenden 
Intervallen; in der Tat hatte die sonst willkurliche periodische Funk- 
tion co (x) nur die Bedingung CD (0) = b zu erfiillen. 

Soil daher y x fiir alle Werte von x bestimmt sein, so miissen 
wir folgende Anfangsbedingung festsetzen: ,,In dem Intervall x = 
(inclusive) bis x = l (exclusive) 2 ) soil y x = <p(%) sein, wo <p(x) eine 

willkilrlich vorgeschriebene eindeutige FimJc- 
tion von x isf] in graphischer Darstellung: 
,,In dem Intervall <I x < 1 soil die Kurve 
y x = CD (x) einen vorgeschriebenen Verlauf be- 
sitzen" Dann ist in der Tat y x fiir alle 
Werte von x bestimmt; denn ist x = n-\- z } 
wo <^ < 1 und n eine ganze positive 
oder negative Zahl ist ; so ergibt sich 
Fig - 1 - y = y . = y = <P(#). 

Die in dieser Weise durch ihre ;7 Anfangsbedingung" eindeutig 
festgelegte Funktion y x nennen wir eine Partikularlosung*) der Glei- 
chung (2). Wahlt man die eindeutige 
Funktion <p(x) im. Intervall bis 1 in- 
Tduswe endlich, stetig und derart, da8 
= ^(0) ist (Fig. 1), so werden die 
im allgemeinen 4 ) in den Punkten ... 2, 
1, ; 1, 2 ; . . . auftretenden Unstetig- 
keiten (Fig. 2) vermieden, und es lilBt 
sich in diesem Falle die Losung y/ c = (o(x) 
fiir alle Werte von x durch eine Fonrwr- 
sche Reihe darstellen: 




Fig. 2. 



(3) 



cos 



A . sin 



1) Den Anfangswert x = a kann man durch die Substitution x = + ,r 
y a+-s = Wv stets nach verlegen. 

2) Statt des Intervalles bis 1 kSnnte auch das Intervall a bis a + 1 ge- 
nommen werden. 

3) Im folgenden werden wir unter einer ,,Partikularlosung u aber auch oft 
irgend eine besondere Losnng im Gegensatze zur allgemeinen Losung, die will- 
kiirliche periodische Funktionen enthalt, verstehen. 

4) Z. B. bei der periodischen Funktion co (x) = x [x] , woriu \x\ die grofite 
ganze in x enthaltene Zahl bedeutet; hier sind die Kurven der Fig. 2 Strecken 
von der Lange ys, die mit der positiven X-Achse einen Winkel von 45 ein- 
schlieBen. 
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i 

a k = 2 / qp(V) cos Skftudu (7s = 0, 1, 2, .. .), 
</ 
i 



& A = 2 f cpfyt) sin 2hrtitdu (/= 1, 2, . . .) 
o 

betrachten nun die allgenieinste homogene lineare Differenzen- 
erster Ordnung 

Sk + i =*>*&> 
eine eindeutige Funktion von x ist. A.us dieser ergibt sich 



rseits: 



1 



V *~ * ft, - ^ ^ - ft +" 1 ' " "Px - 2 P* - 1 ^ ' 

c> -\vleder /. c im Interval! # = (inklnsive) bis x = 1 (exklnsive) 
einer vorgescliriebenen Funktion g?(ic), so ist ?/ it . durch die 
iingen (5) und (6) fiir alle positiven und negativen x bis auf 
o sogleich niilier zu betraclitende Werte von x eindeutig be- 
i-,. 

erscliwindet y x fur x = a (was, wenn y a _ l j r0 ist, nur ge- 
ii "Jkann, wenn j^ a _! verschwindet), ist also y a == 0, so ist auch 



., daB eine der GroBen p a , p a + l , . . ., jp a + A _i unendlich 
vird; und es ist anch 



7 daB eine der GroBen p a _ l} p a _ 2 , - - >? jp a * ebenfalls ver- 
clet. "Wird ferner y. v fur #=6 unendlich. groB: y 6 = oo, so 

j/ t + t -oo (ft -1,2, 3,...), 
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es sei denn ; daB eine der GroBen p b , p b + 1? . . ., Pt> + k-i verschwindet; 
und es wird auch 

2/6-* = oo (4 = 1,2,3,...), 

es sei denn ? daB eine der GroBen p b __ l7 P b -^ - > Pb-k ebenfalls un- 
endlich groB wird. 

In den durch die Wendung ,,es sei denn, daB" gekennzeichneten 

Ausnahmef alien konnen Unbestimnitheiten von der Form oo 0, Q -, 

. oo ^2. auftreten. 1st a"ber *L unbeschrankt differenzierbar und 

00 
besitzt auch die vorgeschriebene Funktion <p(x) im Intervall bis 1 

Ableitungen beliebig holier Ordnung, so konnen diese Unbestimmt- 
heiten im allgemeinen (d. h. mit Ausnahme wesentlich singularer 
Stellen) nach den bekannten Methoden der Differentialreehiuing ge- 
hoben werden: ist n'amlich die NuUistelle a == n + cc (n positive ganze 
Zanl, ^ a < 1), so ist 

Sk~y+ & lW-i#* + -2'''2V+^ 
und ist a = n + ; so ist 

Va^ya-n^ ^ ^ 777.7^" 7^" " ^(^5 

^a % -^a TZ -H 1 -^cc - 2 * a 1 

ahnlich fur die Unendlichkeifcsstelle &. Es entsprechen also alien 
(positiven und negativen) Werten von x bis auf diskrete wesentlich 
singulare Punkte bestimmte (endliche oder unendliche) Werte von y^ 
die bei reellem p x graphisch, durch eine Kurve dargestellt werden 
konnen; diese Kurve ist die Reprasentantin einer eindeutig bestimmten 
Partikularlosung der Grleichung (4). Ist insbesondere p x eine rationale 
Function von x und wahlt man cp(x) als analytische Funktion ; die im 
Intervall bis 1 keine wesentlich singulare Stelle besitzt, z. B. e ben- 
falls als rationale Funktion ; so ist die Funktion y x in alien Punkten 
bestimmt. 

Um auch hier Sprungstellen der Losung y x , d. h. wesentlich e Uu- 
stetigkeiten 1 ) derselben an der Stelle x = 1 (und daher i. a. auch an 
den mit 1 ,,kongruenten" Stellen ... 2, 1, 0, 1, 2, 3, ...) zu 



1) Dabei sind unter imwesentlichen Unstetigkeiten solclie zu verstehen, die 
auch. bei rational en Funktionen auftreten konnen, also Pole; insbesoriclero die 

beiden Typen 2/ = i fur x = Q, wo sich +00 an + oo bzw. CNJ an 

oc " 

oo anschliefit, und 2/ = + ~2^4 r T ^ r ^=i wo 8 ich +00 an oc IJ/AV. 

oo an +00 anschlieBt. Ubrigens konnen auch diese Unstetigkeiten ver- 
mieden werden, indem man, falls p x fur x = von der n tou Ordnung unendlich 

f(x] 
groB wird: p x = ^ (ftO) endlick und 4= 0), <p(x) = x )l %(x) wahlt, worm %(x) 

der Bedingung ^(1) = /"(0)%(0) geniigt, was nach obigena leicht zu erreichen ist. 
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vermeiden, hat man die die , ; Anfangsbedingung" darstellende, irn In- 
terval! bis 1 (inkl.) stetige Funktion <p(x) so zu wahlen, da8 
y i = <p(l}, also, da y { ^ p Q y Q ist, daB qp(l) = l?o < P(0) wird, was stets 
leicht erreicht werden kann, falls nicht x = wesentlich singulare 
Stelle von p x ist: 1st p Q = 1 ? so erreicht man <p(l) = <p(0) am besten, 
indem man <p(#) als periodische Funktion von x mit der Periode 1 
wahlt; man kann aber auch z. B. cp(x) === a -)- ~bx(x 1) wahlen. Ist 
dagegen ^4=1, so braucht man, falls (p(x) der angegebenen Be- 
dingung nicht geniigen sollte, nur $(%) = <p(x) + a zu nehmen 1 ), worin a 
durch die Bedingung ^(1) = ^ ^(0) ; d. h. <p(li) + a = p Q (<p(Q) + ci) 
bestinimt wird: 



Ist ferner p Q = oder oo ? so mu6 man fiir <p(x) eine Funktion 
rn.it der Nullstelle bzw. dem Pol x = 1 wahlen, falls nicht g?(0) = oo 
bzw. ist, was sich ja leicht vermeiden laBt; sonst muB man erst 
den Wert von [p x <p(%}~\ x==Q bestimmen und dann nach den eben an- 
gegebenen Regeln verfahren (fiir p Q == oo vergleiche auch den SchluB 
von Anm. 1), 

Ist endlich x = wesentlich singulare Stelle oder Unbestimmt- 

heitsstelle fiir p x (z. B. fiir e x oder sin. j ; so sind die Punkte 

1, 2, 3, ... im allgemeinen wesentlich singulare Stellen fiir die 
Losung y xj in den en wesentliche Unstetigkeiten oder Unbestimmt- 
heiten auftreten konnen; ist allgemeiner x = a^0 wesentlich singulare 
Stelle von p xj so sind die Punkte a + k (/c= 1 ; 2 ; 3, ...) wesentlich 
singulare Stellen fiir y x , und ist x = a < wesentlich singulare Stelle 
von p x , so sind die Punkte a k (h = ; 1 ; 2 ; . . .) wesentlich singulare 
Stellen fiir . 2 



1) Man kann auch i/> (x) = 93 (aj) (a; -f- ft) wiihlen und a clementsprechend 
bestimmen. 

2) Arwierkung: 1st in der Differenzengleichung : 

'=, 

p x eine ganze trans z en clente Funktion und besitzt diese Gleichung als Partikular- 
losung eine ganze transzendente Funktion von #, so kann man fiber die Null- 
stellen von p x noch folgendes erschlieJBen : es moge an den mit a ,,kongruenten u 
Stellen a -f- n , wo die gan/.e Zahl ri von oo bis -f- oo variiert, T/^ bzw. von 
der Ordnung ft rt , ^ von der Ordnung v w verschwinden ; dann ist 

v , t == ^ + 1 f*n. 

Da ^ eine ganze Funktion sein soil, so ist v n ^ (eine Nullstelle negativer 
Ordnung ist offenbar als Pol aufzufassen), also p n ^ f* w+ i, d. h. fA M wlichst nicht 
mit abnehmendern w; und da /i w nach vorhergehendem ebenfalls nicht negativ 
wird, so mufi von einem gewissen, gentigend kleinen n an \i n konstant bleiben 
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Durch die n/r/^vy/^ / -^ /> /* / " ; > '< ; ' ? ' ' ' . 



ii /* 
y,, bleibt willkiirlit'li: // . f , 



oj ist, in \ve*!rhiin l't/?-r.'n ! .,; 

orhiilt. Fur a *t n-ifn*? ^.Ji 

//, ^/'./' ; , . i 
fur allr }H>siiiv'ii u.'iu//;t*!l.;'- 
Wort b(\sit/t*n. 

Uh(l Inl^lich r < -',!: \i . i ;. .,-' 

V,s7 //j//*,v /'O^ ri // .;;, /,--/. I, ...; 

Tfiillt i-t , i!.- ,). .: . .1 
1) Vpr?. Marh*i.\.l'^ ;.,, -. 



eindwtig Iws 

77 erne solche Parti 

Gleichung (4\ als 

so ist 



worm 
deutet; die D 

?/ i J ? t : 

dies reelitfertigt di bfliebiif** ^-i' ..! \ * '. ' * -; * ^ 
aus,;Vrfw Partiknlarl'sun^ iiin*h M *i' . i ^ ' - \\ . i 4 f| 

periodischen Fniiktitii vuii *!-] !* ' , ! * '., j t 
hervorgeht. 

]it?scliraiikt man di* \'?''1"^ ! , 4 , , , \\.fu- 
sicli von cincr (Jrulii^ n inn *, i ' - f / 
so kanii mail dip allL r 4 ni*in' I i( * 'j/ f * < 1 . 

Form 
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B. Die Summen. 

LaBt man der Variablen x ihre unbeschrankte Veranderliclikeit, 
so kann man folgendermafien verfahren x ) : Aus (4) erhalt man durcn 
Logarithmieren : 

lo g Sk-n - lo g y x = log p x . 2 ) 
Setzt man log^ = ^ c; logp x = q x , so wird diese Grleichung 



and claraus ergibt sicn 
worm 



oder event, auch ^* g^ = ^^ fc+r i 8 ^ wenn diese "unendliclie Reilie 

r=0 

konvergiert fz. B. fur ^ = 71^; w^>l), wahrend a) x eine willkiirliche 

periodische Funktion von x mit der Periode 1 bedeutet. Die ^Summe" 2 
stellt mithin die zur Operation A inverse Operation dar, syniboliscli: 
JSq x = ^" 1 q x7 und es soil in diesem Abschnitte das Hauptsachlichste 
fiber die Summen auseinandergesetzt warden. 

Zunlichst geben wir eine Zusammenstellung der wichtigsten, leicht 
zu verifizierenden SummenformelD mit Fortlassung der willkurlichen 
additiven periodischen Funktion ;c : ;5 ) 



(a) ^ x(x 1) - (x (n 1)) = ; _v_ x(x 1 ) (x n) , 
oder 



(b) 



(G\ ? a x = --"- N 7 *a*7r*a! = . 

^ J ^J 1 7 

fd") ^* sin x = C S ^ ~~~"^ 

^ ^ /' l 2 sin 4- 



/ N STl sin (x 4-) 
(e) > cos&' == t . 1 

V / / / 9 sin .1 



2 sin 4 

1) Lagmnge, 1.; Lacroix, 1., 414; Boole, 1. 

2) Wenn die Basis niclit ausdrCicklich hinzugefugt wird, ist der log naturalia 
genieint; man konnte aber oben auch den log zu einer beliebigen Basis a 
nehmen, was unter Umstanden direkt geboten erscheint, z. B. dann, wenn 
p x = a x ist. 

8) Vgl. z. B. Mwkoff, 1.; Seliwanoff, 2., Nr. 2530. 
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' wenn ^ z * B * 

(b) 



Die Summe einer ganzen rationalen Funktion n ien Grades ist erne 
ganze rationale Funktion (^ + l) te31 Grades 1 ); der Beweis dafur ergibt 
sich leicht, wenn man die vorgelegte ganze rationale Funktion 
n ten (} ra( i es f(%^ durch die Newtonsche Interpolationsformel 2 ) darstellt: 

/(*) - f(0) + * 



und die Formeln (a) und (f) anwendet. 

Eine Vervollstandigung der obigen Tabelle kann erst im Ab- 
schnitt erfolgen. Dagegen wollen wir liier noch einen bemerkens- 
werten Ausdruck fur f(x) = 2<p(x}, d. L also fiir die Losung der 
Differenzengleichung f(x + 1) /(a?) = cp(#) ; worin cp(x) eine beliebige 
Funktion von x ist ? angeben, und zwar in Form eines bestimmten. 
Integrales ? in welchem x als Parameter auftritt; derselbe ist zuersfc 
von GuicJiard (1.) aufgestellt und spater in sehr eleganter" Weise von 
Weber (l.) ; dem wir uns im folgenden anschlieBen ; abgeleitet worden: 
Man markiere in der Ebene einer komplexen Variablen ^ den Purikt, 
der dem Werte von x (der iibrigens aucK komplex sein kann) ent- 
spricht, und die Punkte x 1, x + 4 2 ; x 3 ; . . v die alle auf einer 
zur reellen Achse parallelen Geraden liegen, welche wir die Gerade X 
nennen wollen. Durch diese Linie X wird die #- Ebene in zwei Halb- 
ebenen geteilt^ welche die positive oder negative genannt werden soil, 
je nachdem sie die positiv oder die negativ unendlichen imaginaren 
Werte von ^ enthalt. Nun kann man auf folgende Weise einen 
Integralausdruck fur f(x) bilden: man nelime einen Punkt a auf der 
negativen, einen Punkt & auf der positiven Seite von X an und ver- 
binde diese beiden Punkte durch irgendeine Linie ? welche die Gerade X 
in einem Punkte c schneidet, der zwischen x und xl liegt; dann ist 



1) Insbesondere ist <p n (x) x n das sogenannte BernoulliBche Polynoio. 

2) Ygl. Seliwanoff, 2., S. 6; Literatur bei Andoyer, 1. 

3) Cruichard (1.) betrachtet auch das ebenfalls der Differenzengleichun 

geniigende allgenieinere Integral 



II. B. Die Summen. 13 

Man erhalt n'arnlich daraus f(x + 1) ; wenn man denselben Integranden 
auf eineni andern Wege integriert, der die Linie X in einem zwischen 
x und x + I gelegenen Punkte c' schneidet; und fiir f(x + 1) f(x) 
erhalt man dann ein Integral liber einen geschlossenen Weg ; der von 
den Polen des Integranden nur den einen , x, umschlieBt, das also 
nach deni CaucJiyscheR Satze den Wert cp(x) hat 1 ), vorausgesetzt, daB 
man sich auf ein Gebiet der #-Ebene beschrankt, in dem tp(x) stetig 
ist. Verandert man die Grenzen a und & ; ohne sie die Linie X 
iibersehreiten zu lassen, so andert sich f(x) nur uni eine periodische 
Funktion yon der Periode 1; denn da die Zusatzwege keinen Pol um- 
schlieBen, so ist nach dem CaucJiyseh&n Satze das Zusatzintegral fur 
f(x + 1) - f(x) gletch NuH. 

Das fiir f(x) gefundene Integral (i) laBt sich folgendermafien 
zeiiegen : 



rr \ r / \ 7 r q*(z}d& 

f(x) = J g, (5) ds -J -^^ t i . 



und f(x) andert sich nur um eine additive Konstante, wenn in deni 
ersten dieser drei Integrale die untere Grenze a durch einen beliebigen 
anderen festen Wert ersetzt wird. Dann konnen wir aber in den 
beiden anderen Integralen a nach ioo, 6 nach + ioo hin wachsen 
lassen ; selbst dann noch ; wenn 99(0) mit unendlich wachsendem g wie 
irgendeine endliche Potenz von unendlich groB wird. Wir erhalten 
dann ; wenn wir in dern ersten Integral die untere Grenze ; als ganz 
beliebig, weglassen: 



r/" \ /* / \ 7 /* <P(#) && i /* <P (#) ^# 

/() - l<p(e)de- / -- *lf rt -^zT) + / r -~VW^) 5 

e./ / m l e J l e 

i oo c 

oder, wenn wir im zweiten und dritten Integral x = it bzw. 



# x = it substituieren : 

*. - 






Uni f(x+ 1) zu erhalten ; haben wir den Punkt c durch c zu ersetzen; 
wir konnen. nun c und c' gleichweit von x entfernt, d. h. c' -x=*'x c 
annehmen; dann wird 



worin a)(x} eine periodische Funktion von der Periode 1 ist, und zeigt, daB, 
wenn q>(x) eine ganze transzendente Funktion ist, 00(0?) so bestimmt werden 
kann, daB auch f(x) -eine ganze transzendente Funktion wird; vgl. Hurwitz, 1., 
der diesen Satz auf anderem Wege beweist, sowie Appell, 2. und Barnes, 2. 

1) Urn sich davon zu uberzeugen, braucht man nur in dem Integranden 
die Substitutionen ^ niz = u, e 2nix = t ausznfiihren. 
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c' oo oo 



und da 

f(x + 1) + f(x) == 2f(x) + <p(z) 
ist, so ergibt sich: 

2f(x) = - g>(x) 



Hierin kann man aber, da t = kein Pol des Integranden ist ; c und 
folglich anch c' mit x zusammenfallen lassen und erhalt so: 



Dies ist die von Plana (1.) und J.6eZ (1.) auf anderem Wege 
abgeleitete Pormel, die . zahlreiche Anwendungen zulaBt. 1 )' So ergibt 
z. B. die Taylor sche Entwicklung (falls ein solche moglich ist): 



n = l,S,8,... 

setzt man also noch 

?t- l at -K 

t --. ^^ 2\ 

J e 2jr ^ 1 4^ ; 
o 

so folgt aus der Plana- J.&6Zscb.en Form el die Eulersche- Sumnienformel 3 ) : 
(1) f(x) - 



Diese Reihe ist allerdings im allgemeinen divergent; man muB 
sicli daher bei ihrer Benutzung auf eine endliche Anzahl von Gliedern 
beschranken und den dabei begangenen Fehler fiir jede Punktion <p(x) 
besonders abschatzen. 4 ) 

1) Die obige Ableitung riihrt ebenfalls von Weber (1.) her; vgl. Kronecker (1.) 
und Lindelof (1.). 

2) Die GroBen B n sind die sogenannten Bernoulli achen Zahlen. 

3) Euler, Comm. Acad. Petrop. 6 (1732/3), Ausg. 1738, S. 6897; 8 (1736), 
Ausg. 1741, S. 39, 9 22. C. Maclcturin, A treatise of fluxions (Edingburg 
1742), S. 67^; vgl. Markoff', 1.; Seliwanoff, 2., Nr. 3640. 

4) Das Eestglied von Poisson (Paris. Mem. Bd. (1826), 580), JacoU (Journ. 
fiir Math. 12 (1834), 263 oder Werke, Bd. G, 64) und Markoff, 1., S. 121; vgl! 
Seliwanoff, 2., Nr. 37 u. 38. 
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C. Die Gammafunktion. 

Nach diesem Exkurs fiber die Summeii keliren wir zu der all- 
genieinen Losung der Grleichung 

( 4 ) y*+i-p x y x 

zimick; dieselbe lautet 

V, = **<?**** = a,*?* 11 '* = ./7A; 

darin ist a x => e M * eine wiUkiirliclie periodische Funktion von x mit 
der Peri ode 1 und 



Die durcli das Symbol H ausgedriickte Operation soil kiinftighin 
^Summation", die Operation TL dagegen in Anlehnung an einen in 
der Theorie der Differentialgleichungen gebrauchlichen Ausdruck 
7? Quadratu'r" genannt werden. Die Losung Hp x ist aber nur eine 
formale^y da dieselbe zunachst nur fiir positive ganzzahlige x eine 
Bedeutung hat uncl fur beliebige x erst in wenigen Fallen funktionen- 
theoretisch untersucht worden ist; zu diesen Fallen gehoren haupt- 
s'aclilicb. die ; in denen p x gleich einer Konstanten oder gleich einer 
rationalen Funktion von x ist. 3 ) Ist p x a (Konstante) ; so wird 

y* - ^ ax - 

Wir wenden uns nun dem Falle zu, da6 p x eine rationale Funk- 
tion von x ist ; und behandeln zunachst den einfachsten und wichtigsten 
I^all ; auf den der allgemeine sich zuriickfiihren Ia6t ; namlich p x == x ; 
wir betrachten also die Dijfferenzengleichung 



Um fur die allgemeine Losung derselben einen analytischen Ausdruck 
5511 linden, inachcn wir folgende einfache Bemerkung: Ist 

1) Eine Lusting ist auch 



fallw (las tinendliche Produkt konvergiert. 

2) EH gibt auch ffir lineare Differ enzengleichungen tor Ordnung formale 
Losungen in Determinantenform, von denen die fiir Differeiizengleichungen erster 
Ordnung geltende Losung TIp x ein Spezialfall ist (Bortoldtti, !.) 

3) AuBerdem die Losungen der Gleichungen y x + i = a q xy x : 



in den (in B angegebenen) Fallen, wo 2q x bekannt ist. 
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y erne Losung der Gleichung %. + 1 = pj 1 * j^ , 
y eine Losung der Gleichung y x + i = pf ] y x , 

y ( f eine Losung der Gleichung ^ + 1 ==|^Vr> 
so ist 

(1) (2) (n) 

ty = ?/ k '?/ k ' . . . ty v ' 
^# ^o: ## 'a: 

eine Losung der Gleichung 

*. +1 -p. w *. m ---iN., 

was sich sofort durch Multiplikation der Gleichungen 

V W ^V^ v =^ (2) 7/ ( ' } ^/ (w) =^ (w) ^/ (w) 

ffx + 1 ^ ^ar > '4- + 1 ^a; MX > ' ' '> &X + 1 ^a; ^.r 

ergibt. Wir betrachten nun die Differenzengleichung 



worin n eine endliche positive gauze Zahl bedeutet. Da 
x 

ist und die Gleichung 



x x # + 1 x -\-n 1 

x-f-n x -f- 1 a? "+ 2 # -f- 



offenbar die Losung y == T^ besitzt, so ergibt sich aus unserer 

a; -f- A, 

Bemerkuug und den vorhergehenden Auseinandersetzungen als ill- 
gemeine Losung der Gleichung (8): 

, = __ n * 

Jx * x (x + i) - (a; + n 1) ? 
oder auch 

(Q] FM n (nl)ln x 

( } ." W ~~ & *x&+ 1) 'I "~(x + n - 1) ' 

darin ist 0^ eine periodische Funktion von x mit der Periodc 1. 
Lassen wir nun n unbegrenzt wachsen ; so geht fur lim n = oo die 
Gleichung (8) in (7) fiber, deren allgemeine Losung daher lautet: 

(10) F(x) = oJ(x), 
worin 

(11) r(x) - lim -.fcr-^. 

y W=OO ^(^-I-I).-.GT+W i) 

ist. Dieses unendliche Produkt ; welches auch in der Form 



II. C. Die Gammafunktion. 1 7 



(' + ) 



' + - 

1 r 



r=l l + >- 
1\*\ 1) 



geschrieben werden kann, ist zuerst von Euler^) in die Analysis ein- 
gefuhrt, sp'ater aber von GawyS 3 ) wiedergefunden und genauer unter- 
snclit worden. Gaufi gebraucht den Ausdruck 



und beweist die Konvergenz dieses unendliclien Produktes fur alle 
reellen Werte von x, die nicht negative ganze Zahlen sind. Die Be- 
zeiclmung l~(#) und der daraus entspringende Name n Gammafunldion" 
rlilirt von Legendre 4 ^ her. Aus (11) ergibt sich 



und claher aus der Gleichung (7) fiir alle positiven ganzzahligen p: 

rCp)-(p-l)! (-1-2.3..-CP-1)). 

Ferner folgt aus (11), da6 V(x) in und den negativen ganzen Zahlen 
einfache Pole besitzt und das Residuum fur x = p: 

r / i \rs \ r (~~l) p (n p) (n$ + 1) - (n I) ( if 
lim (x + ( p) \(x) = lim +- ^ -- ^-^ - -J ^ - ^ -- i. = -^ ' 



ist. 5 ) 

Wir geben noch eine zweite Losung der Differenzengleichung (7) 
in Form eines bestimmten Integrales, welche ebenfalls von Eul&r 6 ) 
herriihrt, und benutzen zu diesem Zwecke die Methode von Laplace 7 ^: 
Wir setzen in Gleicliung (7) 



worin die Grenzen a und & noch passend zu bestimmen sind 5 dann 
erhalten wir 

& b 



(12) pf dt - ^ " YO) dt . 

a ct 

1) J&wZcr, 1., S. 1; 2a. ? S. 834; 2. (2. Aufl.), Bd. IV, S. 105. Gau& 1., 
Deutsche Ausgabe, S. 32. 

2) JBiftZer, 1., S. 2. 3) 6ra& 1., D. A., S. 3738. 
4) Legend-re, 1., S. 476. 5) Vgl. Nielsen, 3., S. 13. 

6) Euler, z. B. 2*>., Bd. I, Sect. 1, Kap. VII u. IX, u. Bd. IV; Leyendre, I. 

7) Laplace, 1.; vgl. z. B. Boole, 1. 

Wallenberg: Linear c Differenzengleicliungen. 2 
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Durch partielle Integration folgt ater 



also ergibt sich aus (12): 



Diese Gleichung wird erfiiUt durch 



Aus der ersten dieser Gleichungen folgt f(f) = me'*, wo 63 von t un- 
abhangig ist, dagegen a; enthalten kann; aus der zweiten Gleichtmg 
ergeben & sich unter der Voraussetzung, dafi x positiv ist, die Grrenzen 
a = und I = oo. Die allgememe Losung yon (7) lautet also: 



wo <D X nach friiherem eine willkurliche periodische Funktion von x 
mit der Periode 1 ist. Die beiden Partikularlosungen der Diffe- 
renzengleichung (7): M 

V(x) (Gl. (11)) und J(x) 



(das sogenannte zweite Eulersche Integral) konnen sich nach clem 
Vorhergehenden nur durch eine Funktion & x unterscheiden, die der 
Bedingung ^+1 = ^ gentigt; wir wollen zeigen ; daB o x = 1 ? cl. h. 
far positive x genau M 

(13) r(x) = fe-'t^dt 

ist. 1 ) 

1) Schlomilch, 1., S. 242 243; einen anderen Beweis gab Prinysheim (Math. 
Ann. 31 (1888), 459); der Beweis von Gaufi (1., D. A., S. 40) ist 'nicht strong; 
vgl. Nielsen, 8., 57. Nach den Angaben von Pringsheim (1. c. S. 458) und 
Nielsen (3., S. 145, Anm. 1) konimt die Integralform (13) fiir f(x') nicht fruher 
als bei Poisson (Jonrn. de 1'Ec. Polytechn., call. 10, 477 (1823)) vor. Sotxt 
man in (13) t = log #, so erhalt man die JSulerschQ Integraldarstellung- 
von r(x): 



T (x) = I* (log i V "" l dz (x > 0). 

o 
Setzt man ferner in (13) t = e z , so ergibt sich die Integraldarstellung: 



oo 

welche Gaufi (1., D. A., S. 82) als die beste Definition der Gammafunktion be- 
zeichnet; vgl. Nielsen, 3., S. 145. 
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Fur beliebige positive t und p besteht die Ungleicbung 



woraus folgt: 



(/ \ f) " 
l+ i) 



Da ferner fiir positive t und reelle x die Potenz t x ~ l = eC*- 1 ) 10 **, W enn 
man den reellen ; ,Hauptwert" des Logarithmus nimmt, immer positiv 
bleibt, so 1st 



oder. wenn man die Substitution 1 H -- === anwendet, 

9 ' ; 



Nimmt man nun die beliebige positive GroBe jp = n + x, wo n eine 
beliebige positive ganze Zahl bedeutet, so ist nach einer bekannten 
Integralf ormel 2 ) : 



also 



Andererseits ist ; da der Integrand in J(x) positiv bleibt ? 



o 
Nun ist aber fiir t < n : 



und daher 



1) Das ist das ,,erste Eulersche Integral" (Euler, %\ Bd. I, 213247; 
Bd. IV, 78 354); diese Bezeichmingen riihren von Legendre (1.) her. 

2) Gaufa 1., D. A., S. 39; vgl. z. B. SMomilch, Compendium der hoheren 
Analysis, 5. Aufl. (1881), Bd. I, 412. 

2* 
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durch die Substitution 1. -- = w wird daraus: 

rl> 

1 

J(x) > ^ yV (1 u) x ~ l du, 



d. h. nach der obigen Integralformel: 



J(x) > n* 
Es ist also 



Durch den TJbergang zur Grenze fiir nnendlich. wachsende n ergibt 
sici. aus diesea Ungleicliungeii 

r(x}-j(x). 

Die allgemeine Losung der Differenzengleicliung (7) lautet also: 

^ = ^ r (^) ? 

worin & x eine periodische Funkfcion YOU x mit der Periode 1 bedeutet 
und F~(#) nunmehr entweder durcli den Ausdruck (11) oder (13) be- 
stirnmt ist; der erstere hat den Vorzug, fiir alle von und negatiyen 
ganzen Zahlen yerschiedenen x Geltung zu besitzen, wahrend der zweite 
nur ftir positive Werte von x gilt. 1 ) 

Bestimmt man eine Partikularlosung der Grleichung (7) in der 
unter A angegebenen Weise dadurch ; daB y x im Interval! ^ x < 1 
gleich einer vorgeschriebenen Funktion cp(x) sein soll ; so kann die 
periodisclie Funktion K>(X) bei geeigneter Wahl von <p(x) in ihrem 
ganzen Verlaufe durch eine Fouriersche Reihe ausgedriickt warden; 
es ist namlich fur ^ x < 1 : 



1) Ist n eine endliche, nicht negative ganzeZahl, so gilt fiir n l<ix<^ n 
die Formel von Caucliy (Exercices de Math. II, 92 (1827); vgl. Nielsen, 3., 58): 

n 

/V f _ l / __ ^-l(__l) r f 

~ J 9n , \Vn ~ ^ r j 

o y = o 

Ferner existiert folgende, nach Sclilafli (Math. Ann. 8 (1871), 148) zuerst von 
Weierstrafi gefundene allgemein giiltige Integraldarsteiltmg : 



w 

d'arin bezeichnet W einen Integrationsweg , welcher von oo ausgehend sich 
unterhalb der Achse der negativen Zahlen hinzielit, den Anfangspunkt recht- 
laufig umkreist und dann oberhalb derselben Achse nach oo zuriickkehrt 
(vgl. Nielsen, 3., 59). 
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Wahlt man nun <p(0) endlich und unseren friiheren Auseinander- 
setzimgen gemafi 



wo ^(0) und ^(1) endlich ist, so wird, da f(0) = oo, f(l) = 1 war, 
a (1 0) = o(0) = (vgl. Fig. 1, S. 6), und es ist daher &(x) fur 
alle Werte von x durch die J?bwnerscne Reihe (3) bestimmt, worin 



i i 

I Y^\ cos 2~h TCU du , & A = 2 / |?^| si 



sn 

ist; hierbei wird der Verlauf der Gammafunktion im Interval! bis 1 
als bekannt vorausgesetzt. 

Man kann sich die Frage v'orlegen: Fiir welche Partikular- 
losungen wird die periodiscae Funktion &(x) eine wirkliche Kon- 
stante ; z. B. gleicli 1? Fur diese Losung ist die vorgeschriebene 
Funktion <p(x) selber gleicn I~(#), so dafi bereits bei der Festsetzung 
der Anfangsbedingung der Verlauf der Gammafunktion im Inter vail 
bis 1 als bekannt vorausgesetzt werden inuB. Um nun diese 
Losungen auch ohne Kenntnis dieses Verlaufes charakterisieren zu 
konnen ; wollen wir noch eine zweite Art auseinandersetzen, eine 
solche Partikularlosung der Gleichung (7) festzulegen; dadurch wird 
gleichzeitig fiir diesen besonderen Fall eine (wie wir sehen werden J ) ; 
praktisch anwendbare) Methode gewonnen ; durch eine Anfangs- 
bedingung^ die hier in Form einer Grenzbedingung auftritt, die will- 
kmiiclie periodische Funktion &(x) zu bestinimen. Wir sucben nam- 
lich diejenige Partikularlosung u x der Gleichung (7) ; fiir welche die 
Grenzbedingung 

(14) Km- ^ +n r = l 

^ w = cc (n l)\n x 

fiir alle Werte von x im Intervall bis 1 erfiillt ist. Nun ist aber 2 ) 



also 

,. u x + n iB(a?+l)...(d5 + w 

hin -- - = z*,lim .......... ------------------ ..... - 

= oo (n ~ 1) ! n* n = 00 ( 1) ! vf , 

d. h. 

lim UX + H -= Ux =1 3 ) 
= oo (n iy.n x r(x) ' 

Fiir die Partikularlosung u xj die der Grenzbedingung (14) geniigt, ist 
also zunachst fiir 0^.x<l ? aber ; da co(x) eine periodische 

1) Vgl. 2. Iap., Ill, zweite Anwendung. 2) Vgl. Nielsen, 3., S. 12. 

3) Nimmt man allgemeiner a statt 1, so ergibt sich. u x = aV(x). 
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Funktion von der Periode 1 ist, fur a/!*- ,/ diV willlviir!i<'ln p'rio- 
disclae Funktion G>(,n =---= 1. <1. li. , -Cu'-M, mul usr MII'M, dalj in 

der Tat diese Gren/bediiigung imsluiidf* isi, diV i'Vstle^insj:' d*-s VT~ 
laufes von z* c im Interval! his 1 y.u < j rs<'!/* 4 ii. : ' i 

Wir erwiihnen nodi cim 1 dritir Lnsun^^nu'tlnMlf dr hiilVn-n/^n- 
gleicliung (7) : 'j: Ist ?/ x eino dit!'c'n*ii/,i*'rharr I^'Kimu' d*rM*llt*n, s 

d log if 
geniigt ?; r = der 






imd diese Gleiflning wird nf!<nh;tr 



A u 

Fiir M X ~- f ', worin 
~- lim 



die sogenannte Kuhrwlw Koii-tatit 
Lcsondere 



Mittcls drr Funkiiun *J r i./ > und 
der unter B. aiiegrhpnpn Stnrnnaf in!i 



V 1 '|',-,- 
M'n fiir jiositiv* 1 ir;tn//ah I ?.M- / 



Durch di ' Fornirl 
die ti 



1) H'r/V/r,s7m/;. I.. S. :>t; ; impli,-ii,. i, ( .v,-:? . ;.,.; /,.. , ,_ ^ s . , ,, , (| _ j; 
( ti) Kinc (iritis Art <irr riii.i.-jtl-.'ii !.-.t;,- ' .;. ,-,;,.,: I 1 ,,.'. t . : , ^ .....- ..;,.,, 
,,Ani'a.n i o-sl)e<Hn^uiji,rj'ir-, .fir ;il,. r K:jii*N--'.t' \\>'; < ! -,..:. : ; ; ---.; : ,-. * --,..- 
Hich bei tic/tnfrr. I.. !mi | J/,//^, ;j. 

.'J.' A7/7,sv.v/, :J., l.~.|; \.f|, ///. A',/,... !. !;, I. 

4i AV^r, tin., s. in IT;,;, u. i'MM.in,-!,! \.-.i.i. I 1 ,-- .-!, i;- \ : i r,, JVI 
weitere Literatur si'lir 1, M ' .\ /,/>.-,. :{., , -. 
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bruenzerlegung und gliedweiser Summation auszuf tthren. x ) Besonders 
einfach gestaltet sich die Summation von 



___________ f(x) 

(x a) (x a I) . 



worm f(x) erne gauze rationale Funktion ^ ten (Jrades ist 2 ); man braucht 
nur f(x) nach der bereits erwahnten JVwfcmscnen Interpolationsformel 
zu entwickeln: 

f(x) - f(a) + x 



^Z^^Zl^zi)l_ll^=^ - C - D) AM ,/ x 
^ 1 - 2T77^T A / W; 

dann jedes Grlied einzeln durch den Nenner (x - a) (x ~ a 1) - - (x-~ a p) 
zu dividieren und mittels der Pormeln (a) (falls n>p\ (&), (f) und 
(m) zu summieren. Die Funktionen Y(a?) und V'(o?) spielen eine 
gewisse Rolle in der niathematiscnen Physik; es sind daber Tafeln 
fiir diese Funktionen berechnet worden. 3 ) 

Der Ausdruck (15) fiir Y(a?) fiihrt nun in Verbindung mit der 
Anfangsbedingung T(l) = 1 auf die neue Produktdarstellung 



dieselbe wurde zuerst yon Sclilomilcli^ und kurz nachker von Newman**} 
gefunden; aber erst Weierstraf^} "hat ihre funktionentheoretische Be- 
deutung klar erkannt und sie zurn Ausgangspunkte fiir seine Zerlegung 
ganzer transzendenter Funktionen in Primfunktionen gemaclit. 

Da die Gammafunktion fiir die Theorie der linearen Differenzen- 
gleichungen von fundamentaler Bedeutung ist, so sollen hier noch. 
kurz ihre wichtigsten Eigenschaften zusammengestellt werden 7 ): Die 
Funktion V(z) hat ; wie wir bereits sahen ? in und den negativen ganzen 
Zablen einfache Pole ; ist aber sonst in der ganzen ^-Ebene eine end- 
liche ; eindeutige analytiscne Funktion der komplexen Variablen ^ 7 
welcne wie die Exponentialfuriktion nirgends verschwindet und den 

wesentlich singularen Punkt = 00 besitzt ; so daB -=7^ eine ganze 

1) W. 2) Vgl. Markoff, 1.; W. 

3) Far V(aj+ 1) von Gaufi, 1. 9 D. A v S. 5254 (der ubrigens diese Funktion 
mit (,1?) bezeicbnet) und Knar, Grunert Archiv, 43, 168 (1865); fiir V'(x+ 1) 
und (lessen reziproken Wert von Emde, Elektrotecbnik u. MascMnenbau, 24 ? 996 
(Wien 1906), der aucb Kurven aller dieser Funktionen gezeicnnet hat (,,Funk- 
tionentafeln mit Formeln und Kurven 1 * vonJdhnbe nnd Emde, Leipzig 1909, S. 30). 

4) SMomilcli, 2. 5) Cambridge and Dublin math. Journ. 8, 5760 (1848). 

6) Weierstrafi, 2., S. 15. 

7) Nielsen, ci.$ Pascal, Repertorium der hoheren Mathematik, D. A., I (Ana- 
lysis), Kap. XVIII, 54. 
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transzendente Fnnktion mit einfaehen Nullstellen in und den negativen 
ganzen Zahlen ist. Die Funktion f(0) laBt sieh. in die Summe 
zweier anderen Funktionen zerlegen: 

r() = P(e) + Q(s), 
worin 

1 

't'-tdt, Q(s) 

ist; Q(#) ist eine ganze transzendente Funktion, wahrend P(#) 
einfache Pole besitzt. Fiir Q(z) besteht die Entwickelung 



worn 

dt 



ist; ffir P(0) gilt der Ausdruck 



_ _ 

~~ z !!(* + !) 2! (0 + 2) > 

welcher die einfachen Pole von f(Y) klar erkennen laBt. 1 ) 

Sehr niitzlich. fiir die Berechnung der Gammafunktion ist die 
leicht zu beweisende E^dersche Formel 



far x - 4- : r (4) = V*} 

2 \ 2 / K y 



sowie das beruhmte Gaufiscjhe Multiplikationstheorem 



- 

I7 



von dem wir im ,5. Kaj). } III aus der Theorie der DifFerenzenglei- 
chungen heraus einen neuen Beweis geben. Legcndre 4 ^) und ffoppe^ 
haben gezeigt ; wie man mittels dieser Formeln in Verbindung mit der 
Grleiclmng V(x + 1) = xV(x) die Intervalle ; fiir welche man die Gamma- 
funktion nur zu berechnen brauclat ; urn ihren Gesamtverlauf zu er- 
halten, betrachtlicn einschranken kann; Landau**} hat sogar bewiesen, 
da6 die Gesamtlange dieser Intervalle, deren Anzahl endlich ist, beliebig 
klein gemacht werden kann. Numerische Tafeln fur log !"(#+!) 



1) Vgl. 10. Kap. f I, B, 5. ? auch wegen der Literaturangaben. 

2) Euler, 2 b , IV, 105 (1794); Novi Comment. Acad. Petrop. 10, 136 ([1771] 
1772). 

3) Gaufi, 1., Art. 26; fiir ^ = 2 Legendre, 1., S. 485. 

4) Legendre, 3., II, Art. 118. 

5) Hoppe, Journ. fiir Math. 40, 152154 (1850). 6) Landau, 1. 
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-0-4-3-2-1 1 2 3 4 



riihren her von Legendre*) und 6?awy3 2 ), fur log ^ von Bessel*), 
der auch die erste graphische Darstellung der Gammafunktion ge- 
liefert hat 4 ); die in .Fig. 3 wiedergegebene Darstellung ist dem bereits 
zitierten Buche von Jdlinke und Emde ent- 
nommen 5 ), in welchem man auch vierstellige 
Tafeln fur I" (# + !) logf(#-|-l) undY(#+l) 
sowie dreistellige Tafeln fur H^se + l) und 
1 :(&+!) findet. 6 ) 

Holder 7 ) hat, eine Bemerkung von 
WeierstraB ausfuhrend, bewiesen ; dafi die 
Gammafunktion keiner algebraischen Diffe- 
rentialgleichung genltgen kann ? und Barnes 8 } 
hat diesen Beweis auf die Losungen linearer 
Differenzengleichungen erster Ordnung aus- 
gedehnt ; deren Koeffizienten rationale Funk- 
tionen sind. Dadurch ist gezeigt, daft die 



-5 .4 .3 .2 -1 1 234 
Pig. 3. Die Gammafunktion. 

linearen DifferenzengleicJmngen wesentlich neue trans^endente Funktionen 
defmieren. 

Wir sind nunmehr imstande, mittels der Gammafunktion die all- 
gem eine Losung der Differenzengleichung 



worin E(x) eine rationale Funktion von x ist, anzugeben: es sei 

(x c^) (x a s ) ...(x a ) 

- - - - - -- - 



= a 



worin auch mehrere a { oder 6 t . einander gleich sein konnen; dann ist 
nach einer friiheren Bemerkung 9 ): 



_ f(\ j-iX 



Auch hier kaim die eindeutige Festlegung einer Partikularlosung ent- 

1) Legendre, 1., S. 508 509 (von x = Q bis 0,5 mit dem Intervall 0,005 auf 
7 Dezimalatellen); 2., I (1811), 302306 u. II (1817), 8395; 8., II (1826), 490 
bis 499 (von x == bis 1 m. d. Interv. 0,001 auf 7 bzw. 12 Stellen). 

2) Gaufa 1., D. A., S. 5254 (fur V(a?-f 1) log f(tf + l) von #=0 bis 1 
m. d. Interv. 0,01 auf 20 Dezimalen). 

3) Abhandlungen II (1812), 342352 (von a?=l bis 2,05 m. d. Interv. 0,01 
auf 10 Stellen). 

4) 1. c. S. 351; weniger ausfuhrlich Scherikel, Diss. Bern 1894. 
6) 1. c. S. 29. 

6) 1. c. S. 30 fiir log T(^c+ 1) u. (# + !) von ^ = bis 1 m. d. Interv. 
0,01; S. 31 fiir ^(aj+l) von x = bis 10 (Intervall 1) sowie fur 

\y'(# 4. i) u. l ; T(x -f 1) von x = bis 1 mit dem Intervall 0,05. 

7) Holder, 1.; vgl. Nielsen, 3., Kap. VIII. 

8) Barnes, 1. 9) S. 1G. 10) MeUin, 1. 
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weder durcli Vorschreibeu des "Verlaules derselben im Interval! 
inklusive bis 1 exklusive (vgl. Absdin. A) odor durcli eine lirenz- 
bedingung von der Form (14) bewirkt vrerden. 1 ) 

Wegen der mannigfachen Eeilienentwirkehmgon fur die Funktionen 
r(%), log f(#) und (0?) sowie fur die Produkte von (jaininufunktionon 
vergleiohe man das 10. Kap., J, A u. Ix 

B. Homogene lineare Differenzengleichungen beliebigcr Ordmmg, 
deren Koeffizienten rationale Funktionon sind.-) 

Nach diesen Vorbereitimgen betnirhtcn wir nun di<* 
lineare Differenzengleichuiig ^ tt>r Ordnun**; 



worm P a 7 7^. ; - ? P^ , rationttli*. lMinktioiin von ./' sind, <li olnie 
Beschrankung der Allgemeinlu'it als (janzr rutioiudi* FunkiioiK'n voraus 
geset/.t werden konnen. Audi Iiier d< k iinic k n i n wir illuilirh wie in A 
erne Partikularlosung y/ T der (Sleichung f l,tn iol^end'rniaL)< i n: ,,A',v .sn// 
?*m Intervatt in/diM-ivr* bis '?/ rxklitsirr i/ f </('',/} >//>/, /ro c/ (,/ -i r///r 
willltth'Ucli vorf/Mf'hrMnw rhulrtrfit/r 7 f W;//V/o// ///>/. ./ hrtffntt'L" \\'ir 
behaupten, duB dann ?/ /: bei jjfeei^nt'tpi" \\ahl drr .,AH/'tnntsft(HkfinH" 
cp(x) fiir r//fc endlichen \Verh von ,/ cindculi*^ l<*sf,imnit ist. 

Um ?/,. '/Ainiiclist fiir positive, x /.u untt^rsuchcn, niiu-luMi v\ir, nin dtV 
linke Seite der (ileichun^ (1(5: von / >0 yji hri'r^irn, la IN 

P' f --= (..?' ~ /'/j ! ,r </ ! ./ //.'. 

ist ; die Substitution 

ll 

' - '- - - 



dann rcsultiert narb .Multiplikation di-r 
T(,7; - tfj f(_a; ^ L ,J . . . 1" (",/- r/ y . ) ('fir // 

(18) 

worin jf/, lj , . . ., ///' yamr rational*' Kunlvtioinn von ./ sind. 

Uni. nun fiir die zur .Losung ?/ r . jf*liori^f ,,Anfas!<fs!'unkf ion" 
eine gceigiiote Wahl /u irefVtMi, .uviion wir von d.-r li'L-ichunu- 
aus und vviihlen diV /u dor rnispn'rlu'iidtMi l^'isun^ // ^'bu!-i ..-, 

1) Metlm, I. 

2j WdUruln-ry, (>.; vl. Lwuif., I., ij.ns i-jn : .I/,/,-/,,//. 1. |Vi r U 
Variable Pinvhrrlfi -u. Anutldi,, J)., Kap. \. 

3) Der KoeHi/iriit, von ,/:'' darf .doirli .1 vonnis-f.^b'.t w.-ni.-n: iiM-iin- 
ev. kouiplcxen Umlien a, kunin-n ein;in.lT L'l'i'li >rin. 
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sfunktion il>(x) im Intervall bis n (inklusive) eindeutig, endlich 
stetig; dann 1st auch die nacli (17) rait fy(x) durch die Gleichung 



<p(x) = fy(x) : _ V(x - a k - n + 1) 

k = l 

undene Funktion qp(#) in dem angegebenen Intervall eindeutig, 

ich und stetig, da die eindeutige analytische Funktion 1 : f(#) fur 

en endlichen Wert von unendlich groB wird. Aus (18) ergibt 

nun fur jeden nicht negativen Wert von x ein bestimmter end- 

sr Wert von u x : Es ist namlich u x = ty(x) fur <! x < n, wahrend 

fur jeden Wert von x, der > n ist, d. li. fiir x = m -f- # 

> n die groBte in x enthaltene ganze Zahl, <^ a < 1) den zu- 

irigen Wert von u. v sukzessive aus den Gleichungen 



(ft-0, 1,2,...) 

ir durch. ^ = ^(), ^ + 1 = ^( + !);- ; ^ + w _ 1 ==== ^(^ + w 1) 
riicken kann; da die p gange rationale Funktionen von x sind 

4>(x) im Intervall bis n endlicli ist, so sind aucli alle diese 
te von u x endlich (einige ev. gleich. Null). 

Um die einzig mogliclien Unstetigkeiten von u x bei x = n (und 
T aucli in den , ; kongruenten" Punkten x = 2n, 3n, . ,-.) zu ver- 
len, muB man es so einzurichten suchen, claB w w =^(w) wird ; 
, da 



Len, was stets leicht zu erreichen ist: man hat nur, falls fy(x) 
5 Bedingung nicht schon erfiillen sollte, statt fy(x) die Anfangs- 
ition f(x) = ty(x) a zu nehmen, worin 



wenn 



wiihlt man am besten ty(x) als periodische Funktion mit der 

ode 1 oder -ijj(x) = a + bx (x 1) (x n). l ) 
Vermoge der Beziehung (17) ist nunmehr auch die der Funk- 
u y entsprechende Partikulaiiosung y x der Grleichung (16) fiir alle 

tiveri Werte von x (inklusive 0) eindeutig, endlich und stetig. 

1) Vgl. auch 2. Kap., II, A. 
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Urn ilen Verlauf von //,. aucli Mr ,".'/"/<'"' W.-rti- v.. ./ y.u liiit.-r 
suchen, machen wir, un. .lie Ul.-iel,m>* > 1<- u>n /';.<' /u Mr,.,,.,,, 
falls (nach Division <U-r Glriclnu^ lf> <iu.vh .-mm Unstai.t.-n hikt.,r. 



ist, die Substitution 

(19) .'/, / / I'M- ';. ' ' ''., : 

I 

dann gelit die Gleichung (10) narlt IHvisiun dun-ii /'.. j j r./ I 
liber in 

(20) ffft,, ,. + (/;" ,,,_, i </; ' ', , '., " 

worin die #^ gauze rationale Funkfioiieii vn ./ -ind. 

Im Interval! his >/ tinklusi\v ! < ist die d-r LMSIMPJ // \n K, 
bzw. der Losung n r von 1^> eutsjnvehrmlt* I.M^IWJ: *' \"ii l' M 
c^leicli y(,70, w narh (ISM und 1T 

D A* V / / v - 

//r^-//; //r .,- r,. ,.- . i //f ,- '.. 

*.'! * 1 ! 

ist, so dali aueh %(X\ in deni an_ir'ir-len**n Int^na!! iiil-uti'/, '!ih''ii 
und stetig ist. 

Nun lillit sich wiedtr r f t's'Ir jrdni neuatiMMi \\i-rf \r 
('.;;.,,-, ^ J- (/ ;;/. positive un'/e Zahl, *** < 1 s -uK/^^^iN** .ni . :u 
Gleichungen 

(20 :J: ) tf ( ( "l A .r w + (f k -\- 7,. I .' Jl ' t ,.. , , V ' / r '' u 

(I: 1, 1 J , :i, . .- 

linear (lurch. r (f ^f^'U r ,. . j %>r. 1 ,....* . / * 1 

ausdriicken, und da ^(V/'i irn Iiiicrval! n ii.. ^ imit'iitiv, nhi! ! .i;-! 
stctig ist, so entsprirht ji*din i ni ( irativ-n , \\t-ii \nn ./ i-n-. //r\./^ 
Wert yon r r (der eventuell Null .-ein kaini': l^r:-,'-r 'JMTH,. | : j ;;;,; t :i 
soibrt, daB r r ffir negative ./ nirgeiidf-, uueh uirl.i ui i*n P:.:il,?'-M 
0, -M, 2*1, ...j unst'tii wird. 1 'atf'",!"*-!! l-.;t!.n hi*-! 1 .-/ ;.. i-!t 

Punkten x - b, m " i (/' I , ^, ...,>;/// ", 1 .:',.. ?i!.: -i !.{ 

werden, ja auc.li unhesiinunt vim drr I-'nnu x |} ; \\iihit n;:n: ,-'i"-h 
^'(,/;) und daher auch ^i./*f als analyti.-elie I'unkf;-*!! \^\\ ,. !; .in 

1) I.) a wir i''(^i - //^ jcm.'H'ht. fjiitti'ii. 

2) Nur die reollcn /^ k'tmnic'ii tVir iai:- in lirtr.-u-ht .i..i r*-.ir ,: 1'. ;..:>' 
&,, v/i < 0. 
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Interyall bis n keinen wesentlich singularen Punkt besitzt, so kann 
diese Unbestimmtheit stets gehoben werden. Dieser Ubelstand kann 
aber auch dadurcli vermieden werden, daB man von vornherein nicht 
die Losung y xr sondern die Funktion 

s 

% = JJ Bin 2* ( &,)&. 

Jfc = l 

betrachtet, welche ebenfalls eine Losung der Grleichung (16) darstellt, 
da der Faktor von y x eine periodische Funktion von x mit der Periode 1 
ist (natiirlich multiplizieren sich auch die Anfangsfunktionen q>(x) 
bzw. ip(x) und %(x) mit diesem Faktor). Da die Funktion 

s 

IT sin 2 it (x 6 A ) r (x & A ) 

k=i 

fur alle endlichen Werte von x endlich. bleibt, so Jidben wir in i] x 
eine Partiliularlosung der vorgelegten GleicJmng (16) geivonnen, ivelclie 
fur alle endlichen Werte von x eindeutig, endlich und stetig ist. 

Wir haben gefunden, daB fur eine homogene lineare Differenzen- 
gleicliung ; deren Koffizienten rationale Funktionen sind ; stets Partikular- 
losungen existieren ? die durch ihre Anfangsfunktion vollstandig in 
eindeutiger Weise bestimmt sind ; insofern unter Voraussetzung 
der Kenntnis der Funktionen l~(#) und sin zu jedem (reellen) 
endlichen Wert von x der zugehorige Wert von y x durch eine endliche 
Anzalil elementarer Hechenoperationen eindeutig bestimmt werden kann; 
und zwar ergibt sich aus unseren Betrachtungen ? daB man durch ge- 
eignete Wahl der Anfangsfunktion stets Partikularlosungen erhalt, 
die fiir alle endlichen (reellen) Werte von x eindeutig, endlich und 
stetig sind. Daniit ist die Existenzfrage als erledigt anzusehen. 1 ) 
Eine ganz andere Frage ist die Darstellung der'Losungen einer linearen 
Differenzengleichung durch analytische Ausdrticke. Dieses Problem wird ; 
soweit es bis jetzt gelost ist ; im zweiten Teile mit Beriicksichtigung 
der neuesten, bis in das Jahr 1910 reichenden Arbeiten eine ausfuhr- 
liche Behandlung finden. 

Zuni SchluB noch ein Wort fiber die Berechtigung ; die Wahl 
der Anfangsfunktion <p(x) fiir eine Par tikularlo sung ohne Beeintrach- 
tigung der Allgemeinheit in der Weise zu beschranken, wie wir es 
oben getan haben; diese Berechtigung erhellt aus der folgenden Be- 
merkung: wie wir im nachsten Kapitel sehen werden ; laBt sich die 

1) Zunachst fiir den Fall, daB die tmabhangige Veranderliche x reell ist; 
die Betrachtung kann aber auf komplexe Variable z x -j- yi ausgedehnt werden, 
indem man die Werte der Anfangsfunktion uberall in dem durch ^ x < 1 be- 
stimmten Parallelstreifen der ^-Ebene vorschreibt (vgi. PineJierle (u. Amaldi] 9., 
Kap. X). 
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allgemeine Losung y x der G-leichung (16) durch n 'beliebige (linear un- 
abhangige) Partikularlosungen y x , yf\ . . . , y x in folgender Form 
darstellen: 



worin die CD willktirliche periodisclie Funktionen yon x init der 
Periode 1 sind. Aus unseren Auseinandersetzungen geht noch hervor^ 
daB die etwaigen Pole einer Losung y x in die periodischen Funk- 
tionen co^ verlegt werden konnen. 
Seispiel x ) : 



es soil diejenige Partikularlosung y x bestimmt werden, die ini Inter- 
vail (inklusive) bis 1 (exklusive) gleich x ist. Es wird 



im 


Intervall 





bis 


1: y ^ X) (&-[>] o = [2 


v 


?? 


1 


bis 


2: y,-l, 








2 


bis 


3: W r = -~ 1 
Jx x 1 ' 








3 


bis 


4. y ^ J f 



fcbisi+1: y, - ^-^^.g) 

Ferner wird 

ini Interval! bis 1 : y x = x(x + 1), 

-Ibis -2: & = 0(*+l)( 



-(*-!) bis -7c: y, = fl?(rc + l)---( 
Setzt man 

y t W = x(x+l-)...(x + , (7,- = 0,1, 2,...) und || = t,', 
so ist 

2/;(-^=2/; +1 (-/o = (-i)^!; 

daher sind in den Punkten 0, 1 ; 2, ... auch die Tangenten- 
richtungen stetig. Figur 4. gibt ein Bild der so entstehenden Kurve, 
die also eine bestimnate Partikularlosung der obigen Differenzen- 
gleichung darsteRt. 

Hier ist tibrigens, wenn man die Kenntnis der Gammafunktion 
voraussetzt^ aach eine analytische Darstellung der oben bestimrnten 

1) Wallenberg, 6., Nr. 2. 



II. Existenz einer Partikularlosung. Beispiel. 
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Partikularlosung durch eine Fourier sche Reilie rnoglich: Die allge- 
meine Losung unserer Differenzengleichung lautet namlich. 

CO (X) ^ 

die willkiirliche periodische Funktion CD (3?) mit der Periode 1 wird 




Fig. ..1, 

ffir alle x bestirnmt durch die Bedingung y x = x fur <T x < 1 : 
also 



cos 



worm 



a k = 2 t r(u) cos 



.-A 



sin 2k xu du 



ist. Ahnlich zu behandeln ist die Gleichung y x+l = xy x mit der 
Anfangsbedingung y x = % 1 fiir <^ a? < 1 . 



1) Da einerseits oo(l) = w(0) = T(l) = 1, andererseits auch. * f(2) = 1 ist 
(vgl. Fig. 3), so findet bei ic == 1 /ceme Unterbrechung der Stetigkeit statt, sodaB 
&(x) wirklicli fur alle x durch die Fourier sche Reihe dargestellt wird. 



Zweit.es KapiteL 

Formale Tlieorien. 1. Toil. 

L Allgemeine Satze liber Differenzendeterminaiiieu. 

Bevor wir in die forniale Theorio dor liwarai IMil'w 
gleichungen selber eintreten, d. h. in die Anulo^ien mil den 
braischen Gleichungen und die entspre<:h< i ndrn w< i il^h(nd<*n Anal 
niit den linearen Differentialgleichungeii, siclltm wir iint#' Silt/e 
DiJBFerenzendeterminanten imi\ die auch uiiahli;in^i^ vn dr ll 
der linearen Difterenzeii^I(.ic}iun<jft i n Ueltiin^ |IJI|MII. 

In dor Theorio der linoaren Difl'iTrnf ialjjjh'irhun*^'!! >ji-It 
grofie Rolle die so^enjinntt 1 n- r >v>//s/, < /s<*ln t I)<'t(rniiiiuiiti' 



I) 



Eine iilinliche .Hollo spielt in der r rii<Mri* tier 
ti dio J)illVron/jiii(leifninii,'uite 



A//, 1 A//. 



A" V A : // A ' 



wclche wir kurz df< k ^ 
neiinen wollcn. I)i. 



ein Mifiverstiiinliiis isi jius^i'si'ji 
fibcrhaupt niclit vorkoinmon. 
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ist, worin die It. Binomialkoeffizienten bedeuten, so folgt leiclit diircn 
bekannte Determinantenreduktionen l ] : 



yf 



(*) 
^ Vx+i-l 



I yx + n - 1 "xi-n-t "x+n-1 

diese Form wollen wir von jetzt an gewohnlich festhalten. 

Es sollen nun einige der wichtigsten Eigenschaften dieser Deter- 
in inante abgeleitet werden. 

A. Der Satz von Casorati 2 ): 

Das identisclie Versclnuinden der Determinante I)(y^\ y^\ -? y^) 
ist die notwendige und Mnreidiende Beding-itng fur die lineare AWiangiy- 
Jceit der von Nidi verscliieclenen Fimldionen y v \ y^\ ... ; y^\ d. h. filr 
das Bestehen einer Relation 



'worin 03 1? G3 2; .. , ; o n periodische FunUionen von der Periode 1 sincl, 
die niclit scimtlidi verscliwinden.*') 
'Beweis: Ist 

iy 1} + s yf + + , ^'" = 0, 

so ist auch 



und da co 1; w 2? . . ., & u nicht samtlich verscliwindeu 7 so mnB 



sein; die Bedingung ist also notwendig. 

Ist umgekehrt D(^,yf, ..., ^') - 0, so seien ^, f , ...,t*i <0 
die zur letzten Zeile von J) gehorigen Unterdeterminanten, von den en 

1) Siehe z. B. Balteer, Theorie und Anwendung der Determinanten (Leipzig- 
1881, 5. Aufl.), S. 19 ff. ( 3, 7). 

2) Casorati, 1. 

3) Solche periodischen Funktionen von der Periode 1 spielen in der Theorie 
der Differenzengleichungen natargemiiB die liolle von Konstanten und sollen 
daher von nun an zur Abkiirzung obne Index x geschrieben, als ,,Konstanten u 
co k bezeichnet und durch die Anfiihrungsstriche von wirklichen Konstanten unter- 
scbieden werden. 

Wallenberg: Lineare Differenzengleichungeii. # 
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2. Kap. Formale Theorien. 1. TeiL 



man voraussetzen darf, daB sie nicht samtlich verscliwinden ; da sonst 
aug U M = D(y^\ yf\ ..., y^~ 1} ) = der folgende Beweis scbon 
die lineare Abhangigkeit der (von Null verschiedenen) Funktionen 
y ( y\ y^? '"7 y ( x~^ ^rgeben wiirde usf. Dann ist 



(1) 



(1) (1) , (2) (ii) | - (n) (7i) /-\ / -TN\ j\ 

Ferner sind i^ l9 ^f\ v ? ^+1 ^ s au ^ ^ ejl ^ a ktor (--l)^" 1 die 
zur ersten Zeile von D gehorigen Unterdeterminanten ; also 



(2) 



"as + ll 



x + li 



+ U 



(2) (2) 



X + 1 " X 

HxllVzll 



= 0, 



0. 



Aus den Gleichungen (1) and (2) folgt 



* 

r&7 ? 



7(1) 



U x 

^ 



also 



worm die % ,,Konstanten" sind, die nicht samtlich verschwinden; 
setzt man noch y k == - ; so ergibt sicb. aus der ersten Gleicbung des 
Systems (1) die zu beweisende Relation 



B. Satze von Bortolotti 2 ) und Wallenberg. 3 ) 



Es ist 



1) Baltzer, Determinanten, S. 13 ( 3, 2). 

2) Bortolotti, 2. 3) Wallenberg, 6., Nr. 1. 
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Die allgemeine Formel fmdet man leicht clurch Indukfcion und be- 
statigt ihre Richtigkeit durch den Sclilufi von k auf Ic + 1 Mit Hilfe 
dieser Formel ergibt sicli nach dem bekamiten Satze ilber die Multi- 
piifcation zweier Determinanten * 



y, 





00 



Nun ist aber 



setzt man daher I 



also aus (3): 



y* 

Ayj i: 



(n) 



ifx 4- 71 - 1 

,(0 



d. L 



Setzt man hierin = 






, so 



A- 



(1) 



p + i 
, so 



1) Baltzer, Determinanten, S. 53 ( 6, 4). 

2) Baltzer, Determinanten, S. 15 ( 3' 3).' 



ri/x+r- 



gg 2. Kap. Form ale Theorien. 1. Teil. 

Besondere Falle sind: 



Durcli Eombination dieser GHeichungen mit (4) ergibt sich 



So fortfahrend gelangt man schlieBlich zu dem folgenden allgemeinen 



5m6? die FunJitionen v v . . . ; a ; ^ ; wr" 
and ist 



so 



77n(v (l l , v ( ~l , ..., / } 

JLJL \ x + r 1 a? + ; ' ' .r f ry 

Wir ziehen nocL. eine andere wichtige Folgerung aus Gleiclumg (;>): 
Setzt man namlich 



so erhalt man in derselben Weise: 

v w v (i " 
,9, , ;#, 



1) Sortolotti, 2. 



I. Allgemeine Satze iiber Differenzendeterminanten. C. 
Setzt man weiter 
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2/i 

|*> 

2/f 1 ' 



A*L_^,-yW, 
.J" Jl) 

so erhalt man atmliclie Grleichunget, aus denen sich folgende wiehtige 
Form el ergibt 1 ): 

(6) -D(v (1) , / (2) , ..-, y (n} ] 

\ / \Jx'Jx''Jx] 

n-1 n-2 nS 1 



von der wir spater (3. Kap. ; I ; Gl. (6)) noch eine Anwendung machen 
werden. 

C. Adjungierte Funktionensystenoe. 

In der Theorie der Determinanten pflegt man ein Element a einer 
Determinante a. uncl diezugehorigeUnterdeterminante a. ;; adjungiert" 
oder a. die ;; Adjunkte" zu a. zu nennen. 2 ) 1st nnn ein System von. 
linear unabhangigen Funktionen y^\ y^\ ..., y ( ^ gegeben ; so werden 
wir in der von Null verschiedeiien Determinante dieser Funktionen 



als Adjungierte" &^ zif y^.__ l nicht die zu y ( ^] ri _ l gehorige TJnter- 
determinante selber ; sondern diese, dividiert durch. I), bezeichnen ; also 



1) Wallenberg, G, Nr. 1. 

2) Cauchy, Jouru. de 1'Ec. Polytechn. 17, 64 (1815); vgl. Baltser, Determ., 
S. 10 ( 2, 5). 



gg Kap. Former Ti;r.ini-i;. i. Tri;. 

In der Theorie der IMtlrivn/rii^li'ii'liiijiuvn spifli-n nut* \\ii-h 
Rolle insbesondere die AdjuiiLj'ierh'ii drr l^i/l^n /-ili .;/" / 1,1', .. 
die \vir daher kurz die Adjnn^iertfn \j: // ji>ntt*Mi tntI i-in 
mit z^ ] bezeielmen wolirn. l K- ist alsn 

^ ( ,,_ i /; , . r .. ^' ."/..-- - : ..-'' ' . .//,. 

( * ) a = ~" , >. ~" i 

' ' <r 7> f//; x ; w , /MV, . // ;; ,,. ..;/ r 

Wir stellen nun eini^* B'/it'hini'jf*n ;i:if, \\clrlj*' /wisrhni m 
Funktionensystein i/^' J: I, l\ . .,// wti l*in ;iijuniriTT'ii Sv^tfin 
bestehen nnd welclie uns spiltrr von Nut/.i-n *.--in \\**nli*n. Xuni'n 
ergibt sich aus 



tfescM winl, lalj aurh /> 

ist, da in dr let /ten di-r til 
giM sieh 



Deiinitinn dio (lurch // .ij, ;ilr." , ; 
aber, wir |.. r Anh!i-k >it>i I iv% .-.- 



I k % 1 , 1> ;/ | . 

Wendet man auf die x\\*it j diehvr <ili.'inin'j>'n di*- Hji..ratin 

auf die* dritte die Opi'raiin It '. . . , mil" !.' ' li- i ii, 
/>-("- >' an ? so erhalt man 

v ' <r " <r "" x ''' r '" ; - '" ' I , w.v.u / H : 

(/.' O, i , 1>. . . . t ;; ! 

Daraus fold, wenn 



I. Allgemeine Satze iiber Differenzendeterminanten. C. 
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Die beiden adjungierten Funktionensysterne 
yfuna *<*>(*- 1, 2,.., ) 

zeigen also ein vollkommeii reziprokes Verhalteii. Aus den Grlei- 
clmngen (8) folgt allgenaeiner durch sukzessive Anwendung der Ope- 
ration Du x =u xJrl UDd der inversen Operation $~ 1 %=%._i, wenn man 



setzt: 
(12) 



s a = 0, wenn <; a /J < w 1, 



? ~ 1 , wenn a (3 ~ n 1 . 

Mit Beriicksichtigung dieser Relationen erhalt man durch Multipli- 
kation nach Zeilen 1 ) 

---0 



aj+w-l 

,,oo 



!o 
^ (] 







--e 



oder 



()' 



(n - *)(-*_- 1) 

..... ~~~" 



-(-i) 

Insbesondere folgt fiir ft = die wiclitige Relation 
(14) D (s, y . . ., <>) - D_ t (4, , . . ., , 



..o 



(n) 



( -i) 

*\" 2 1 \ 



1) Baltzer, Determinanten, S. 54 ( 6, 4). 

2) Bm-tolotti, 2., 3. 



welclie Ale Reziproxitiit: <i*'r tM-ni*-M a- 

// !: 1 , //.'" .<'. //. 
jc. ' '' 

1 ' 



2 ,f .,'- ! 

./-- 1 ./' - 



also 

/> (//,.' , /// .//!/'. 

II. Fuii(IuiiH 

A. Definition oinoK Fun<lunH'nf 
ciKUX linrarrn 

Ill Finnl;i!iH'!Jl.i-N\ -t 
i liiiran-n I htV-p -n 

( 1 ) l^U^ //,. . , : /'.' l //. 
verstelit man n linear injahi.iiiiL'iir*' 

I) Das XfirliiMl fM-riri;*.-' .,.-;. 

schiodon von". 



II. Fundamentalsysteme. 
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d. h. solche Losungen, zwiscnen denen keine homogene lineare Relation 

(1) , (2) , I (n) f\ 

^1 y ~T~ ^9 y ~i ' ' ' ~\~ & y === ^ 

besteht, worin die co i , ? Konstanten", d. h. periodische Funktionen von 
der Periode 1 sind, die nicht samtlich verschwinden. 

Fur den Fall, daB die Koeffizienten p^ rationale Funktionen 
von x sind, die dann nach den Ausfiihrungen im 1. Kap. ; II, D als 
gangs Funktionen vorausgesetzt werden konnen, haben wir die Existenz 
einer Partikularlosung nachgewiesen, und wir werden sofort sehen, 
wie wir durch passende Wahl der Anfangsbedingungen stets ein 
solches Fundamentalsysteni herstellen konnen, Aus dem Satze von 
Casorati (2. Kap., I, A) folgt, daB die Determinante der Losungen eines 
Fundamentalsystems 



(2) 



(2) 



(1) i.i (2} - . - u (n] 

t-j-rt 1 Jx + n l /x + n 1 



und nur eines solchen nicnt identisch. verschwindet, so daft aucli das 
Nichtverschwinden dieser Determinante als Definition des Fundamental- 
systemes gelten Jcann. Bestimmen wir nun n Partiknlarlosungen 



= 0, 



ist, so wird 



0, 



l 

o i o 

1 



-- 

.. o 



o o o 



= 1; 



also verschwindet die Determinante (2) sicher nicht identisch, d. h. die 
so gewahlten Partikularlosungen bilden ein Fundamentalsysteni. 1 ) 

Man erreicht dies am besten, indeni man y^ (r = 1, 2, . . ., n) 
nach den im 1. Kap., II, D auseinandergesetzten Pririzipien auf folgende 



1) Markoff, 1; Pincherle (u. Amalcty, 9. 
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Weise bestimint 1 i: Ks soil ini Intmall ./ |f inkl, iis ./ >^ 

( ,,:..M /'. 

.'^' ..-. 

sein, wo riii 

ist ; wahrend a k und /^ dun-h <ii 



bestimmt werdon (dii* /.write lilrirhmiir i*'wsrkt <ii- St'tiurlvit 
Partikularlosun^ t/^'" ini Piinktf ./ // HIM! *iahrr in al!-n Punk 
aus denselben ergibt sirh 



und diese B 

n- - /* von Null versrlnVfii-n -iinl. 

1st //^ eine Lusuntr ,J|. r filru-hnn^ 
Wj eint* ^Konstunft^ lM't|uttt. Mn- L" 



Sind ferner ?/ r 
' ( ' 



Daraus Fulgf, <IaiJ, wi-nn ?/'.'/ , 
cluing (1 ) sind, aurli 



cne 



,., ,, i 

'I; /'[//' | (I /' I - 



wcnn dio LoMinLr*n if ' , // 



II. Furulamentalsysteme. 
Dejiii aus dein Bestelien cler Gleichungen 



4- 4/M = (I 1 9 n \ 

r y I , ~~~^ ^J \' L ' * y <-> ) } '^y 

. , 1 sicher niclit alle gleich Null 



folgt, da die GroBen ^.[ 0) ; p 
sind, daB die Determinante 



(5) 



seiu muB ; wahrend nach. der Voraussetzung ihre Unterdetcnni.naut<* 



(6) 



t- + 1 

c I- i 



4=0 



1st. Daraus ergibt sieh aber nach dem Satxe von Gasorati das 
stelien der Relation- (4). 

Lst iin Intervall (ink!..) bis n (exkl.) 



so lassen. sich (lurch dieso Aniangsbodingungen di( v periotlisc.hon Kunk- 
tionen (ij /; fiir < j; < 1 aus den (lleicJ 



wegen (()) berocluieii und said clahor als periodischo FunktioiKvn von 
der Peri ode 1 fur alle Werte von x bestimmt. 1 ) 

Die Bedeutung cles Fundainentalsysteius liegt darin, dali jadr 
.Losung cler Gleichung (1) sicli diirch die Eleniente desselben linejir 
ansdriickcn llilit, so daB in dein Ausdruck 



,.n) 



falls man den ?; Koustanten u G) k ihre voile Willkilrliehkeit li'iOt, ,sv7//- 



l) H". 
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liclte Losungen der Gleichung (1) enthalten sind; der Ausdruck (3) 
heiBt daher die dllgemeine Losung der Gleichung (1); z. B. ist o^j^ 1 
die allgemeine Losung einer Differenzengleichung erster Ordnung. 

B. Beziehnngen zwisenen zwei Fundamentalsystemen. 

Sind u ( und v (&=!, 2, ...,) zwei Fundamentalsysteme von 
Losungen der Grleichung (1), so ist nach dem eben Gresagten einerseits 



andererseits 

. w -^+v. m +--- + V. w (*- 1 2 ,-.), 

worin die a k . und ft kt , ; Konstanten" bedeuten. Daraus folgt, da6 die 
Determinanten | a k , und | /3 A . (ft = 1> 2 ; . . . ; ri) von Null verschieden sind. 

Ist umgekehrt u^ (k 1, 2, . . . ; M) ein Fundamentalsystem und 
|^ =|=0 ; so ist aach v^ (7c== l,2 ; ...,w) ein Fundamentalsystem. 

Es besteht namlich der allgemeinere Satz: Ist i^ (7c = l,2 ; ....,%) 
ewi Fandamentalsystein und sind v x , v^\ . . . ; ^j m) (m<^n) lineare 
liomogene Funldionen mil , ? lconstanten" Koeffizienten von irgendivelclicn 
m Elementen u^\ ztf\ . . . ; u^ derselben, namlich 



wS cfer Sedingunff \ a \ 4= (i, r = 1, 2, . . ., m), $0 
Losungen vf\ v, . . . ; ^ m) ; ^ m+1) ; . . ., w^ n) em Fiwdamentalsystem. 1 ) 
Bestiinde namlich eine Gleichun von der Form 



worin die co 17 a> 2 , . . ., o ft ; ,Konstanten" bedeuten, die nicht sanitlich 
gleich Null sind, so wtirde aus dieser Grleichung, wenn man fur die 
v x > > v x ^ nre Ausdriicke aus den Gleiclumgen (7) einsetzt, eine 
liomogene lineare Beziehung zwischen den Elementen u^\ . . . ; u (>t} 
des gegebenen Fundamentalsystems folgenj es miiBten daher alle 
Koeffizienten dieser Beziehung verschwinden, also 

(8) 

1) Ygl. L. Schlesinger, Handbuch der Tbeorie der linearen DifFerential- 
gleichuDgen (Teubner, Leipzig 1895), 1. Bel, S. 32 ff. 
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und auBerdem co m + i = 0, . . ., & n = sein; die Grleichungen (8) konnten 
aber nur dann durch niclit verschwindende Werte der o 1; co 2 , . .., o m 
befriedigt werden, wenn gegen die Voraussetzung 

Kvl == (^ r=sl 9 2 , ", ) 

ware. Die Bedingung,- daB diese Determinante nicht verschwindet, 
ist iibrigens gleichbedeutend dainit, daB zwischen den v ( ^\ . . ., v (m) 
keine homogene lineare Beziehung mit ;; tonstanten" Koeffizienten 
stattfindet. 

III. Lineare Ditferenzengleiclmng mit gegebenenx Fundamental- 
system; Darstellung ilirer Koefflzienten durch die Fundameutal- 

losnngen. x ) 

Die koniogene lineare Differenzengleichung 

(l) PW^y^+^-V..^ ' ' +i. m v,-0 (pf +0) 

moge die Fundamentallosungen j/^ ; yf\ . . . ; y^ besitzen ; so daB die 
Determinante 



(w) 



ist. Dann ergeben sich aus dem linearen Gleichungssystem 
,/) v W 4. joW^W 4- ... + <*- V = - ,/W (i = l 2 ri) 

I'x MX ^ PX y X +l * ^ #x yx + n-1 Vx + n V 1 ** ' ' > n J 

fiir die Koeffizienten p p . . . j p'~ 1) folende Ausdriicke: 



worin D^, aus D dadurch hervorgeht, daB in I) die k + l to Kolonne 

y ( * +k (i = 1, 2, . . ., w) durch y^ M (i = 1, 2, . . ., n) ersetzt wircl. 

Wahlt man ein anderes Fundamentalsystem u^\ (k= 1,2, .. ., w), 
so ist 



worin. die a k{ ,,Konstanten" bedeuten, so daB auch 

W = a yW + a + + , W (B L (t, r - 1, 2. .... 

aj-j_ r A'jLc/a;^-}^ i A'ai/tf + r ' ' A. i ^'a; + r \ ' 7 ) > 

1) Bortototti, 2.; Heymann, 1. u. 2.; Wallenberg, 3. u. G. 
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wird, und I %,. \ + ist. Daher ist nach einem bekannten Determi- 
nantensatze 1 ) 



und folglich 



d. h. die Koeffizienten p ( *\ p ( ?, . . .p^~ 1} sind von der Wahl des Fun- 
damentalsy stems xinabhangig. 

Aus (2) ergibt sich insbesondere fur h = 0: 

.W 



X + n Vx+ 



worin D x = D (y ( *\ y ( *\ . . ., y) gesetzt ist, oder 



d. h. dze Determinante D (^ 1} ? ^ 2) , . . ., ^ r ) ^m^ aZ^ FunMion von 
der homogenen linear en Differensengleichimg erster Ordnung 



aus welcher formal 



folgt; die ; ,Konstante" c? (=)= 0) hangt von der Wahl des Fundamental- 
systems y\ y, . . ., y ( * } ab. Ist p eine rationale Funktion von x: 



(X - brf* (X - b^ . . . (X 



so ist nach dem 1. Kap., II, C: 
D = w (_ iY x a* 



1) Baltsser, Determ., S. 49 ( 6, 1). 

2) Het/mann, 1. u. 2., S. 115; wir nennen die Gl. (3) bzw. (4) den .,Heumn)i- 
scJien Satz". J 

3) 1. Kap. II, A. 



III. Lineare Differeiizengleiclutug; iJiirsiellimj* ihrer lumf'li/fonf-on. .(7 

daraus folgt, daB l). t (abgesehen von clem Faktor a> ( .) mir an dcu 

, ; singularen" Stellen x = b L /' (/ 1, 2, . . . tf] / = ; .1, 2 . . .) vor- 
schwindet. l ) 

Als ^r,s'/6 j Anwenduug des JIct/Mdtuisdien Satzes /eigcn wir, wi k 

man die zweite Fundainoi)tallr>siing y~? einor lioniogencn lineareii .Difl'r- 
renzengleicliung zweitcr Ordnung 



durcli die erste y siusdrueken kann: A us 



folgt nach Division durch //^//^ , 



also 

iiM II) 



Als zirci/r Anwondung dw lielatiou (H) h/Av. (-11) gt^MMi wir 
neue Ableitung dos 6'/^Hcheii MulliplikatioiiHtlujonunK 1'iir dio (Jj 
funktion: :$ ) 

Wir g<dion von der 



aus: diesoIlMj gehi. durrh die Subslilui ion ,r ;/,:, ?/ /r , //. fihpj- in 

".. ,. --"", "; 

ihre JjoKiingcn liaix^n dalirr die (*<siall 



worin () r einn ppriodiHc.lKi Kuiikiinn von j ' inii drr Pct'iodr 1, 

also chin periodisrhe Kunkiion von ,/ mil d<T I'criodt^ n isf.. \\'ir 
< k rlialt< k n so w 



/; :r(', c/ 1,1* ..... //.u 

worin dio r^' 1 jx'riodisclic iMinkfiorn'n von drr Pcriodr H brdrul.rn, 

1.) W. i>.i WnllnilH'ry, W 2., S. r0. 

:i) f/ff/f/i, 1., Art. t>(>, /IrifHuiini, 2., S. ilfill'.! U'nllrHhrni, <J., Nr. .'}; din 

Ijit.<!rat.ur si;h^ hci A'/V/.vn/, ij., S. is. 
4) 1. Kap., II, ('. 
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zwischen denen keine lineare Relation mit w konstanten" Koeffizienteii 
besteht (z. B. a = s*, worin die e. die Wurzeln der Gleichung s n = 1 
sind). Dann ist 



(t==l, 2, ..., %; fc = 0, 1, ..., w 1) 

andrerseits ist nach dem Heymannsohen. Satze 



also 



worin /3 r eine periodisclie Funktion von der Periode 1 ist. Durcli 
Vergleichung der beiden Ausdriicke fur D x folgt, wenn noch x = ng 
gesetzt wird, mit Rucksicht darauf ; da6 ( l)(w-i)s gow i e ^^ un( ] ^^ 
periodisclie Funktion en von rait der Periode 1 sind: 



worin y x eine periodische Funktion von der Periode 1 ist. Man kann 
nun nicJit wie bei Differentialgleichtmgen die ,,Konstante" y, dadurch 
bestimmen, daB man in der obigen Relation fur a irgend einen festen 
Wert, z. B. einsetzt, weil dadurch nur y ( ) bestim.mt wird; wir 

miissen vielniehr die Auseinandersetzungen des ersten Kapitels (II, (T) 
zu Rate ziehen. 

Wir setzen, urn y z zu bestimmen, z + ^ an Stelle von ^ worin /, 
eine ganze Zahl ist, und dividieren die zuletzt gefundene Relation 
beiderseits durch w- 1 ^)!^'- 1 ; daim erhalten wir, da y. = r ist: 



Nun ist nach der bekannten Stirling schen Formel 1 ) 

>. jp^' JP ^ 

also p ~ 

M - 1 n--l_ 

(ntf 1 r2*^ 2 //. 2 . 

1 + <JJ ; lim ^=0; 



i 
v / 

^? " n 



1) Stirling, 1., S. 135; vgl. z. B. JVtefeen, 1., S. 92. 
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daher wird unsere Gleicliung nach Multiplikation mit n n < u 



77 

- 



Jetzt lassen wir 4 a unendlich grofi werden und beriicksichtigen 
die Grenzbedingung 1 ) 



Danach 1st 



76 J. 

n 



und zwar 



nnd daher 



; folglicli ; da lini d = 1st, 

{ U =00 

n-l _1 

x) 2 n* (von ^ ganz unabliangig), 






Das ist das 6raw/3sche Theorem; fur s = folgt die Eulersvhe 
Relation 2 ) 

n 1 n - 1 1 

TTr( k \ (9\* "*" 

I J ' U/ ^ ^ w 

Unser Beweis benutzt weder den JSWZerschen Integralausdruck 
noch den Eider-GaufischQii Produktausdruck fur die Gammafunktion 3 ), 
sondern lediglich ihre Eigenschaft, der linearen DijBferenzengleichung 
y x+i = xy x zu gentigen, zusammen mit der bereits bei Gau/3^ impli- 
zite enthaltenen Grenzbedingung von Weicrstrafi. 

Aus unseren obigen Auseinandersetzungen geht hervor ; da8 die 
Koeffizienten der Differenzengleichung (1) durch die Eleniente eines 
beliebigen Fundamentalsystems y\ y\ . . - , y^ eindeutig bestimmt 
sind, falls der Koeffizient von y x + {l gieich 1 genomnien wird. Nun 
geniigen aber die Punktionen y\ y^\ ..-jy^ off'enbar der liomogenen 
linearen Differenzengleichung 5 ) 

' 1) 1. Kap. II, C, Gl. (14). 2) Eider, 3. 3) 1. Kap., II, C. 

4) Gaufr 1., Art. 22, Gl. [47]. 5) Vgl. 2. Kap., II, A, Gl. (5). 

Wallenberg: Lineare Dift'ereusseiigleickuiigen. 4 



50 



2. Kap. Formale Theorien. 1. Teil. 






= 0, 



von der sie ein Fundamentalsystem yon Losungen konstituieren. 
Daher muB P(y^) mit D (y x , y^\ . . ., ^ j bis auf einen Faktor iiber- 
einstimmen, der sich aus der Vergleichung der Koeffizienten von y x+n 



gleich 



, 2/f ; -, f ) ergibt; es ist also 



(5) 



und fur die Koeffizienten 
drlicke 



ergeben sich die Aus- 



die natiirlich mit den Ausdrucken (2) tibereinstimmen. 

1st Q(y x } = irgend eine liomogene lineare Differenzengleichung 
w ter Ordnung ; welche ebenfalls die Losungen ^ ? y\ . . . ; ^ besitzt ? 
so niuB nach nnseren Auseinandersetzungen identisch 



sein, wo q x nur von x abhtingt. Besitzt daher die Grleichung Q (v/J = 
eine von den y^\ yf\ . . ., y^ linear unabhangige Losung y^., so 
folgt aus 



da P(y^) 4 s ist ; daB g r = sein muB; also: 

jD/e Z/w/iC /Sez^6 j 6'Micr homogenen linearen Diffcrensenc/leichuny 
n ter Ordnuny, icelche meltr als n linear unaWiangige Losuwgen lesttzt, 
ist identisch gleich Null. 

IV. Gemeinsanie Losuugen homogener linearer Bitferenzen- 
gleichungen; Besultante; Kettenlbrucliverfaliren. 

Die Frage nach den geuieioscliaftlichen LosuDgen zweier alge- 
braischer Gleichungen oder nacb den gemeinschaftliclien Integralen 
zweier homogener linearer Diiferentialgleichungen findet ihr Analogon 
in der Frage, wann zwei liomogene lineare Differenzengleichungen 
gemeinsame Losiinsen besitzen. 
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Es seien also zwei homogene lineare Differenzengleichungen 

vorgelegt, und zwar moge m n ' = v ^> sein; ferner seien 

*/ (1) , 2/ (2) , . . ., yj w) und ri (l \ ^f, . . ., y ( * } 

je ein Fun damentalsy stem von Losungen der Gleichungen (1) bzw. (2). 
Dann ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafur ; da6 die 
Gleichungen (1) und (2) eine gemeinsame Losung besitzen, das iden- 
tische Verschwinden der Determinante 

,(') ... .,() & ... ^c>o i 



8 = 



Nach. dem Satze von Casorati ist namlich das Verschwinden dieser 
Determinante die notwendige und liinreicliende Bedingung ftir das 
Bestehen einer Relation 

(3) * ^ + + m y + A ^ + + A^' = , 

worin die cc und /3 ; ,Konstanten" bedeuten. Und da wedor alle a 
noch. alle ft gleich Null sein konnen, weil sonst die y/^ oder y^ kein 
Fnndamentalsystem bilden wiirden ; so ist alsdann eine Losung von (1.) 
gleich einer solchen von (2). 1 ) 

Die Determinante S ist vollstandig analog dem in der Algebra 
vorkommenden Produkt samtlicher Dijfferenzen zwischeu. den Wurzeln 
der einen und der anderen der beiden algebraischen Gleichungen und 
zeigt ebenso evident wie dieses durch ihr Verschwinden das Vorhanden- 
sein gemeinsamer Losungen an. Wie in der Algebra streben wir aber 
auch hier nach einer Bedingung, die sich nicht in den Losiwyen, son- 
dern in den Koeffizienten der vorgelegten Gleichungen ausdriickt; 
diese erhalten wir z. B. auf folgencle Weise a ): Da jede Lr>suug von (2) 
in der Form 

rf + w + + ,,^" ) 

darstellbar ist, so mussen sich, wenn die Gleichung (1) durch cine 

1) W.\ vgl. Heffter, Zur Tlieorie der Resultanten zweier L. 1. Differontial- 
gleichungen, Arch. d. Math. u. Phys. (3) 3, 124 131. 

2) Wallenberg, 4., S. 214ff.; vgl. Schlesinger, Handbucli dor Theoric dc.r 
lin. Differentialgleichungen, Bd. I, 42 ff. u. Stephansen, 2. 

4* 
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Losung von (2) befriedigt werden soil, die ,,Konstanten a co 1; . . 
so bestim.ia.en lassen, daB 



ist; d. b. die n Funktionen Py ( = 1,2,. . , ; w) diirfen nicbt 1: 
unabbangig sein; die Bedingung dafiir ist nacb dem Gasoratis 
Satze das identische Verscbwinden der Deterininante dieser Funktic 
es muB also 



sein. Nun kann man aber ; wenn rj x eine Losung der Differei 
gleichung (2) ist, y x+n , y x+n +i 7 - mittels dieser Gleichung sul 
sive linear homogen durcit ^, ^ + i; - -, %+w-i ausdriicken, 
Koeffizienten ; die sich aus den q^\ q^\ . . . ; q^ imd ihren sukzess 
Werten rational zusamniensetzen,- daber ist 



worin die Funktionen a^ (s = Q, 1 ; . . ., n 1) sicb. aus den Kc 
zienten der Grleicbungen (1) und (2) und ihren sukzessiyen We 
rational zusammensetzen. Folglicb ist nacb dem Multiplikationss 
der Determinanten 1 ): 



und da als Determinante eines Fund amentalsy stems 



ist, so ergibt sich zunacbst als notwendige Bedingung fur die Exis 
gemeinsamer Losungen der Gleicbungen (1) und (2) : 

(5) E == a^ = (r, s = 0, 1, . . ., n 1 ) . 

Diese Bedingung ist aber aucb hinreicbend; denn aus 'R = f 
nacb (4) 



und hieraus nacb dem Satze von Casorati: 



das beiBt aber, die Gleicbnng (1) wird durch eine Losung der G 
cbung (2) befriedigt. Die Determinante 7*! kann daher mit j 



1) Baltzer, 1. c. 
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und Recht als Resultante der Gleichungen (1) und (2) bezeichnet 
werden. *) 

Wir konnen jedoch auf die Differenzengleiclinngen (1) und (2) 
auch ein Verfahren anwenden ; welches dem EiMidiszhQn Kettenbruch- 
verfahren zur Aufsuchung des groBten gemeinsainen Tellers zweier 
Zahlen bzw. zweier Polynome analog 1st. 2 ) Dieses Verfahren liat den 
Vorzug, daB es sogleich samtliche gemeinsanien Losungen der Glei- 
chungen (1) und (2) liefert: Zu dieseni Zwecke bilden wir zunachst 
den Ausdruck 



und bestimmen r^ so ; daB darin der Koeffizient von y x+m verschwindet 
I es ergibt sicli r^ ==ss ~~ft)~)> sodaB dann (6) ein en homogenen linearen 

^ QX + v 

.Differenzenausdruck (m l) ter Ordnung darstellt; ebenso kann man 
ferner eine Funktion r^ so bestimnaen, daB 



nur von der m 2 ten Ordnung ist; fahrt man so fort ; so ist, wenn 
zur Abktirzung Q(g[ x9 y x ) ssst Q x gesetzt wird 7 bei geeigneter Wahl der 
Funktionen r^\ r^ l \ . . , ; r^ v ^ die linke Seite der Differenzengleichung 
(1) in der Form 

CO P(SO - r^ Q x+r + r { ^ & + ,._! + - - + r^ Q x + Q,(y x } 

darstellbar ? worin Q L (y^) einen liomogenen linearen Differenzenausdruck 
hochstens (n l) ter Ordnung bedeutet ; dessen Koeffizienten sicli ebenso 
wie die Funktionen r ( *\ r ( ^\ . . ., r ( * v} aus den Koeffizienten p, q^ } 

und den sukzessiven Werten der q^ rational zusammensetzen. Setzt 
man noch 

Jl Ui \ = r ( J o) ?/ 4. r (^ u 4. . . . i r ( l y 

J ' 1 \yxJ ' x i/x + v i r x y x -f v - 1 i \ ' x yx ? 

so laBt sicli, wenn man It{ als Operationssymbol auffaBt, die Gleichung (7) 
nach Unterdriickung des Argumentes y x kurz in der Form schreiben: 

(8) -P-Bi(C) + i- 

Aus dieser Gleichung folgt ; daB etwa vorhandene gemeinsame Losungen 

1) Der tiefere Grund fiir die Darstellbarl^eit der Resultante als rationale 
Funktion der Koeffizienten pf\ q^ und ihrer sukzessiven Werte wird sich spilter 
aus dem Analogon des Appellschen Satzes (4. Kap., I) ergeben. 

2) Pincherle, 6. u. 9.; Mansion, !; Guldb&rg, 5. 



von (1) uiul -i am-h UT <> !;]'.:, ni:' V; 
Bilclefc man nun \veitT in d'r>vlin-n \\ .;> 



und ist HJ. die Ordnunijs/aljl !>- DiJi*jvn/. i!;-i 



und es niuB dalxT >/,_ <piii-f-n- fir / 
^ + 1 = 0, //.+ n .' 
^=0 ist, ^. H u 



" I ' 'T' 'hu UNlf-li. Isf 

*"" i'-r i -nil 7 ;/ .,,l,.r f f ;i |j N 
!M; 'JV-u l^li** h.il.i'n *li- Ditle- 



sam; wir sa^<*n 
Falle daf/et/Mi t 

Cn- I'l) WW/ 



. .Die Kutrtixint'M li -s. i- 'MI-., 



(10) 



und (l^) und derm suk/cv-iu-n WH-S- 
die Ifttxfen'n irisbi'.sond*r' r,i!:nal*' j- 
anch von den Kiu'l'li/ji-Htrn d.-r !i-:,-i 
/'//,: (J :ii!l o -v " 




durcli , % Qu 



V. /iisaiiiiuciisrtxnn^ lioi<wiMr lini-arrr IHHrn-ii/i'ii;uisiiriirk; 
S % Vinl>oliscIies PrtMitikt drtxellMMi. 

AIs be.snnd.-iv wi.-ht-::,., | :t: . . ;, , ,. , .... ^ . ^ .^^ 4i . !( , 
.Losun^en der <il'i-innj^ " a,'- ... ; , ,- * .., = 

dir'sein l'*ai!<* iniKsrii niinl^- ,,,;: - .- t . ,,,,, ,., : . 

tried i^en, und da dirse (."..!. ; n- ...- ,,; ; ',... ... 

iiiussen narh dem Srhlufj...^/,. ^..-j \, ||j ,. . j % , . . t ,, 
idtwfisch n'rsrlurhti/' //. i. h. f- ,". 
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sein. Indem wir die Klammer (and den Index 1) unterdriicken, konnen 
wir diese Gleiclmng kiirzer sclireiben: 

(ll) P = RQ, 

und wir sagen: Der Differemsenausdmck P(y x ) ist aus den IKfferenzen- 
ausdrucken Q(y^) und E(y x } in dieser lestimmten Reilienfolyc zusammen- 
gesetzt; d. h. er geht aus R(y^) dadurch hervor, daB man darin y x 
dureh den Differ enzenausdruck Q(y^) ersetzt, oder dadurch, daB man 
auf Q(y^) die durch das Symbol R dargestellte Operation ausiibt. 
Wir haben also den 

Satz: Die Unite Seite einer liomogemn linearen Differ enzengleieJmng 
P(y^} = 0, die durch alle Losungen einer homogenen linearen Diffe- 
renzcngleic'hung Q(y^) = lefriedigt wird, Itiflt sich aus Q(y^) u-nd aus 
einem dureli P und Q eindeutig bestimmten Differenztenausdrucl' E ? 
dessen Ordnung gleich der Different der Ordnungssalilen von P und Q 
ist, zmammenseteen; die Koeffizienten von I? sind rationale Funldionen 
der Koeffimenten p^ k \ q^ und der sufaessiven Werte der q\ also ins- 
lesondere rationale Funktionen von x, wenn die Koeffizienten p^ und q^ 

rationale Funktionen von x sind. 

Ist umgekehrt ein Differenzenansdruck P ans den beiden DifFe- 
renzenausdriicken Q und li zusammengesetzt ; besteht also die Glei- 
cliung (11), so ist die Ordnungszahl yon P gleich der Summe der 
Ordnungszahlen von Q und II, und die Differenzengleichung P(/ a .) = 
wird durch alle Losungeu von Q(y x ) = befriedigt. Ferner sieht 
man ohne weiteres ; daB der Koeffizient von y x in P gleich clem 
Produkt der Koeffizienten von y x in Q und I? ist: 

(m.) (r) (;?) / . \ 

Px = r . 2* > = + ^), 

nncl zwar konnen die Koeffizienten q^ und rj von Null verschieclen 
vorausgesetzt werden ; falls nicht Q oder R identisch verschwindet ; da 
sich sonst Q und li auf Differenzenausclriicke niedrigerer Ordnung 
reduzieren 1 )- daher ist auch pj' w) 4=0. Den. Ausdruck P = Qli nennt 
man das (symbolische) Produkt der Ausdriicke Q und jR; dieser Ee- 
griff laBt sich sofort auf inehrere Differenzenausdriicke ausdehnen, z. B. 

P= TSRQ, 

und auch fiir einen solchen Ausdruck gilt der eben" ausgesprochene 
Satz tiber die Koeffizienten von y x . 

Fiir das symbolische Produkt linearer Differenzenausdriicke gilt 
ferner offenbar das associative und das distributive Gesetz ; d. h. es ist 

l) Vgl. 1. Kap., I. 
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(12) (SK)Q-S(RQ)-*SBQ 
und 

(13) (SE)Q = SQRQ, Q(SR)= QS 



dagegen gilt im allgemeinen nicht das Commutative Gesetz, d. h. es ist 
im allgemeinen 

PQ+QP- 1 ) 

Da der Koeffizient von y x in einem zusammengesetzten Differenzen- 
ausdruck gleich dem Produkt aus den Koeffizienten voii y x in den 
(symbolischen) Faktoren 1st, so erhalt .man nach dem'oben Gresagten 
durch Zusammensetzung mehrerer nicht identisch verschwindender 
Differenzenausdriicke wieder einen nicht identisch verschwindenden 
Differenzenausdruck. Wenn also das (symbolisclie) Product mehrerer 
Differenzenausdriicke identisch Null ist, so mufi einer seiner Faktoren 
identisch gleich Null sein. Wenn z. B. 



identisch verschwindet und es sind Q und S nicht identisch gleich 
Null, so muB E identisch gleich Null sein. Aus 



Oder QS-QR, 
d. h. nach (13) aus 

=>0 oder 



folgt daher ; wenn Q H= 1st, notwendig S = E. 

TI. Der grofite gemeinsame Teller 2 ) und das kleinste Vielfache 3 ) 
zweier homogener linearer Diffcrenzciiausdriicke. 

Wenn zwei homogene lineare Differenzengleichimgen 
(1) P(yJ-0 und (2) 



genieinsanie Losungen besitzen ; so konnten wir durcli das Kettenbrucli- 
verfahren einen homogenen linearen Differenzenausdruck T(y r ) her- 
stellen ; dessen Koeffizienten sich aus den en YOU (1) und (2) und deren 
sukzessiven Werten rational zusammensetzen und der, gleich Null ge- 
setzt, die sdmtlichen gemeinsanien Losungen von (1) und (2) und iiur 
diese liefert (vgl. Nr. IV). Ferner konnen wir, da alle Losungen von 
) = sowohl die Gleichung (1) als auch die Gleichung (2 ) be- 

1) Vgl. 6. Kap, IV, C. 

2) Pinclierle, 0. u. 9.; Mansion, 1.; GuUberg, 5.; .W. 

3) Guldberg, 10.; W. Vgl. Stephansen, 2. 
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friedigen, naeh den Anseinandersetzungen in Nr. V die Differenzen- 
ausdriicke P und Q in der symbolischen Form von Produkten 



(14) P 

schreiben, worin It und S hoinogene lineare Differenzenausdriicke be- 
deuten, der en Koeffizienten sich ebenfalls aus denen von P und Q 
und deren sukzessiven Werten rational zusamroensetzen. 1st m die 
Ordnungszahl von P, n die von Q (m ^ n) und /I die von T (k <^ n), 
so ist E von der Ordnung m I und S von der Ordnung n L Die 
Ordnung I von T gibt die Anzahl der linear unabhangigen Losungen 
an, welche die Gleichungen (1) und (2) gemeinsam haben; daher sind 
die Ausdriicke R und S nicht weiter in der symboliscnen Form 
H = LU, S = MU zerlegbar, woriu U einen hoinogenen linearen 
Differenzenausdruck jj, tor Ordnung (p, > 0) bedeutet, da sonst nacb. 
(12) aus 

P = (LU)T = L(UT), Q = (MU)T^M(UT) 

folgen wiirde, daB die Grleichungen (1) und (2) I + ^ linear unab- 
hangige Losungen gemeinsam batten. Wir Iwnnen daher den Aus- 
druck T als den grbpten gemeinsamen (symbolischen) Teller von P 
und Q T)e#eichnen. 

Aber auch der Begriff des Ideinsten gemeinsamen Vielfachen findet 
sein Analogon in der Theorie der homogenen linearen Differenzen- 
ausdriicke. In der Tat laBt sich durch rationale Prozesse eine (bis 
auf einen Faktor in x) eindeutig bestimmte homogene lineare DiiFe- 
renzengleichung niedrigster Ordnung herstellen, welche sowolil durcb. 
die Losungen von (1) als audit diejenigen von (2) befriedigt wird. 
Es sei 

- 



diese DijBferenzengleichung; dann muB nach Nr. V: 

(16) V^AP = BQ 

sein ; worin auch A und _B homogene lineare Differ enzenausdrii eke 
bedeuten. Wir nehmen nun zunachst an, daB die Grleichungen (1) 
und (2) keine gemeinsamen Losungen, d. h. die Ausdriicke P und Q 
keinen gemeinsamen Toiler besitzen; dann wird die Gleichung (15) 
jedenfalls durch die Losungen von (1) und (2): 

(17) 7/ {1) t/ (ni) ^? (1) v (fi} 
V / "x y ' ' "> "$ y Ix > ' ' '> ix 

befriedigt ; und diese sind linear unabhangig, da aus deni Bestehen 
einer Relation (3) (Nr. IV) die Gleichheit zweier Losungen von (1) 
und (2) folgen wiirde, entgegen unserer Annahme. Da nun V(y r ) = 
die Gleichung niedrigster Ordnung sein soll ; welche durch die Losungen 
von (1) und (2) befriedigt wircl ? so darf die Gleichung (15) auch 
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kerne iveiteren von den Losungen (17) linear unabliangigen Losungen 
besitzen; diese bilden daher ein Fundamentalsystem der Gleichung (15); 
daraus folgt, daB der Differenzenausdruck V(y x ) genau von der Ord- 
nung m + n ist. 

Wenn dagegen P und Q den groBten gemeinsamen Teller T von 
der Ordnung I besitzen, also nach (14) 



ist, so haben die Ausdriicke E von der Ordnung m I und 8 von 
der Ordnung n A, keinen gemeiEsamen Teller mehr; ihr kleinstes 
emeinsames Vielfacbe 



ist daher nach dem Vorangehenden von der Ordnung m 1 + n 1 
= m + n 2/1. 

Wir 'beliaupten nun y daft V = UT das Jdeinstc VielfacJie der Aus- 
clrucke P und Q ist; in der Tat ist nach (12): 

~= AP, 
- J3Q-, 

ferner ist V von der Ordnung (ni +M 2 /I) -f- k = m + n A, und 
daB V nicht von kleinerer Ordnung sein kann ; wird ahnlich wie oben 
bewiesen. 

Wenn also zwei homogen'e linear e Differenzenausdriickc von der 
Ordnung m Imv. n heinen gemeinsamen Teller besitecn, so ist ihr 'kleinstes 
gemeinsames Vielfaclie von der Ordnung m -\- n; bexitzen sie dagegen 
den grofiten gemeinsamen Teller von der Ordnung 1, so '1st ihr Ideinstes 
Vielfaclie von der Ordnung m + n /I . 

Wir sehreiten nun zur wirklichen Herstellung des kleinsten Viel- 
fachen der beiden Diflferenzenausdriicke P und Q, die wir nach den 
vorhergehenden Auseinandersetzungen ohne gemeinsamen Teller voraus- 
setzen durfen ; da die Abtrennung eines solchen etwaigen Tellers nach 
dern Kettenbruchverfahren durch rationale Prozesse geschehen kann. 
Zu diesem Zwecke benutzen wir die Relation 

(16) V=AP=*BQ, 

worin die zu suchenden Differenzenausclriicke A und /> von der Ord- 
nung n bzw. m sind: 



* - .y. + --^ + - + ,^ + -V,, (:> a 

* - >?y.+ ^-\ +1 + + 6"^.., + i? f+m , (]>?, e'+ 0). 

Wenn wir uns auch P und Q nach aufsteigenden sukzessiven Werten 
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l x geordnet denken ; so ist: 

V 1 ^^^^ 



Durch Vergleichung der Koeffizienten von y xj y x+1 , . . ., y x + m + n 
;en wir das Gleichungssystem : 



r + si- 



sind m+n+l homogene lineare Gleichungen fur die m -f n + 2 
kannten a^\ . . . ; a^\ &J 0) 7 . . ., b^\ deren Verhaltnisse sich 
is sukzessive berechnen lassen; dieselben sind rationale Funk- 
i der Koeffizienten p x9 q x und ihrer sukzessiven Werte. 
lus clem Gleichungssystem (18) ergibt sich noch eine neue Form, 
edingung fiir die Existenz gemeinsanier Losungen der Gleichungen 
ad (2) ; d. h. fiir die Existenz eines gemeinsanien Teilers der Aus- 
:e P und $; dieselbe ist namlich, wie wir gesehen haben ; gleich- 
iend damit ? daB die Ordnungszahl des kleinsten gerneinsarnen 
ichen kleiner als m -f- n wird. Ist aber #/ = und daher 
a ^ 0) =f= auch l')f = 0, so stellt das System (18) m + n homo- 
lineare Gleichungen fiir die m-\-n Unbekannten a x , . . . ; -.|. , 
. ., & 7 dar ; die nicht samtlich verschwinden diirfen ; da sonst Y 
sch Null ware. Es nauB also die Determinante 

P . . . q . . . I 

(nt 1) (m) /\ (n 1) (n} r\ 



dies ist die gesuchte Bedingung ; die natiirlich mit JS = (Nr. IV ; 
)) ubereinstinimen muB. 
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1. Beispiel (W.). 



Es sei ri x eine Losung von Q(y^ = 0: 



; + i 



(!) 



Die Resultante E= a r I besteht hier aus clem einzigen Grliede 
a 0o ; es ist also: 



(0) 



Die Bedingung fur eine gemeinsame Losung ist li = 0, oder ; da 



Zweite Form der Bedingung: Das kleinste Vielfache von P und 
Q sei V=AP = BQ, worin 



B+l 



Durch Vergleichung *der Koeffizienten von y x , y x+l , y x 
gibt sich: 



j/ aj+8 er- 



(0) 
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Aus diesem Gleichungssystem lassen sieh die vier Verhaltnisse 

j(O) ^(1) (2) ^(1) 

~To) ; ~7o)> ~7o)^ ~M berechnen; die Bedingung fur eine gemeinsaine 



Losung war or = Zr 0, d. h. 



o, 



also 



oder ausgerechnet: 



9f 
3 (1) 

,() 



f J 

# (0) 

- 



Diese Bedingung stimmt in der Tat mit der oben gefundenen uberein. 
Wir konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit ^ = 2^ = 1 
voraussetzen; dann lautet die Bedingung fur eine gemeinsame Losung 
der beiden Differenzengleichungen 



= 0, 



= 0: 



In der Tat wird, wenn 



isfc: 
wo 



P-ZQ, 



2. Seispid- (W.). 1 } 



Losung yon 



- 0: 



1) Vgl. Stephansen, 2. 
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Die Resultante ist liier also 



7W 



und R = die Bedingung fur eine gemeinsame Losung. 

Das kleinste Vielfache von P und Q sei wieder F= J.P = ~BQ, 
worin 



Durch. Vergleichung der Koeffizienten von y x , y x+1 , y x+ 2, 2/. Y +sy 
y x+ erhalt man fiinf homogene lineare Grleicliungen fiir die sects 
GrroBen a\ a^\ af\ l)f\ 1}^\ ~bf\ deren Verhaltnisse daraus be- 
rech.net werden konnen. Die Bedingung fiir eine gemeinsame Losung 
ist wieder a^ = l>^ = 0, also: 

(2) ,,(2) _ (*)/, (2) 



woraus 



P i 



CD 



VI. Ber grofite gemeinsame Teller und das kleinste Vielfache. 
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folgt; dnrch. Subtraction der dritten von der ersten, der vierten von 
der zweiten Kolonne ergibt sicn.: 



** 



A = 






4? 
*? 

















"z + 1 



x + 1 



Drittes Kapitel, 

Formale Theorien. 2. Toil. 

I. Keduktion der Ordnung einer liomogeiwtt linearen IMflVreiixen- 
gleichung feei Kenntnis einiger partikuISrer JLo 



Es sei eine homogene lineare DiffVn*nxen#Imchun<c 



(i) 



vorgelegt und eine von Null vcTBchied**^* PartikularldKun^ <Irs<'llM*n, 
y^ == r\ x \ bekannt. Nun 1st, wenn man d'u* Fnnnt'i"! 



_^ i /.A- i 
r + & "" ^ r /^^ r r 



beriicksichtigt: 



oder 



worm 



( /,' 1 , 1' 



ist, Setzt man dahor in (1 } // <f 
ist ; fiir ^ die Gletelmn^: 



,, , . A".r, 



1) Tartly, 1.; (hilMrrtj. I., :{., II.; U;<ii<',,l,, ,-,,. .. Nr I. 

2) Vgl. 1. Kap, I. 3, ' 
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oder, wenu man A^ = %, d. h. z x =]u x setzt und die Formel 

A^-CD-l)*!*. 1 ) 

berucksichtigt, fur u x die homogene lineare Differenzengleichung 
(n l) ter Ordnung: 

(4) C( 

Darin ist 

und 



Der Koeffizient von j>^ r) ^ l |, (v - 1, 2, . . ., ) in 2J 0) ist 



da 

ist; also 



4- 

> 



und daher ancb. ^J 0) =4= 0. 

Becleutet nun ^J 2) eine von Null verschiedene Partikularlosung 
der Gleichung (4) ; so ist 



eine zweite Losung der vorgelegten Gleichung (1), und ist umgekohrt 
y^ eine zweite Losung von (1) ? so ist 



,(*) 



?A 



(2) 



eine Losung von (4). Setzen wir in (4) 



so ergibt sich in derselben Weise fiir ^ eine homogene lineare Dille- 
renzengleichung (n ~~ 2) ter Ordnung: 



(5) 



1) 1. Kap., I. 2) Wallenberg, 0., Nr. 1. 

Wallenberg: Lineare DiffereiiKongleichungen. 
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1st ferner ^ erne Partikularlosung der Gieicliung (5), so ist 
' eine zweite Losung yon (4) und 



(3) (1) X7 (2) NTT (3) 

y ^ ' = <n w > " 

X X 



eine dritte Losung von (1); und ist umgekehrt yf } eine dritte Losung 
von (1), so ist 



A 

A- 



eine Losung von (5). Fahrt man so fort ; so gelangt man schlieBlich 
zu einer Differenzengleichung erster Ordnung 

^^ + ^ +1 = 0, 
deren Losungen die Form 



haben 1 ); ist ^ e ^ e solche (von Null verschiedene) Losung, so ist 



l = y ^ 71. 

X X ^~J /X> S- -1 ' X _ 

eine n i6 Partikularlosung von (1). Die 56 gewonnenen n Lo&imgen 
y ( ^ ( = ^x\ y^i y^> > y^ bttden ein Fundamentalsystem der D iff e- 
rensengleiclmng (1). Demi bestunde zwischen denselben eine Relation 



mit , ; konstanten^ Koeffizienten, so wiirde nach Division durcli y 
folgen: 



und wenn wir diese Gieicliung ?; difierentiieren" 2 ): 

^. W + ,^ W 2^ + + - n ,f J,,f - 
nach Division durcli ^ 2) und abermalige ^Differentiation" ergibt sich 



1) Vgl. 1. Kap, II, C. 

2) D. h. wir bilden, wenn die Gleichung ^==0 lautet, A Gr x =G- x+1 Gr x =0', 
dabei ist zu beachten, daB die Symbole A und 2 inverse Operationen darstellen, 
welche, nacheinander angewendet, sich aufheben (vgl. 1. Kap.., II, B). 
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Fahrt man so fort, so erhalt man schlieBlieh 

aV^-0, 

also, da ^ + ist ; o n = 0; folglich ergibt sich aus der vorlier- 
gehenden Gleiehung 



daB auch (D n _ 1 = 0, nnd ebenso weiter, daB o vi _ 2 ==0, . . ., co 2 = 0, 
G>! = sein mtiBten. Die Losungen /^, j/^ 2) , . . ., y^ bilden also ein 
Fundamentalsystem von (I). 1 ) 

Zwischen den Determinanten der Fundamentalsysteme der so er- 
haltenen sukzessiven Differenzengleichungen P = 0, Q = Q, R = ; . . . 
besteht eine bemerkenswerte Beziehung: Wir batten gefunden, daB in 
der Differenzengieicnung (4) 



1st; daber ist, wenn die Determinante der Fundamentallosungen von (4) 
mit A (1) bezeicnnet wird, nach dem Heymannsohen Satze 2 ): 



und in Gleichung (1) nach demselben Satze: 



durch Vergleichung der beiden daraus entspringenden Werte fur p^ 
ergibt sich 



T) ^ (l) A (1) 

MX + 1 T U- + n ^x -f- 1 



in derselben Weise folgfc 



also ist 



und daher 



r=0 



-1) Guldbery, 3. 2) 2. Kap., Ill, Gl. (3). 3) Wallenberg, 0., Nr. 1 

5* 
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Ganz analog beweist man die allgeineinere Relation: 

k-i ft - 2 1 



r = r = r = 

darin bedeuten co und to' ,,Konstanten". Ein zweiter Beweis fur diese 
Beziehungen ergibt sich unmittelbar aus der im 2. Kapitel, I ; B auf- 
gestellten Determmantenrelation (6) ; da die dort auftretenden GroBen 
y (k ^ offenbar niit den ^ (Jc = 1, 2, . . ., n) identisch sind. 

Aus unseren obigen Auseinandersetzungen geht noch folgendes 
hervor: Wenn die Differenzengleichung (4), cleren Koeffizienten rationale 
Funktionen von p^\ jor\ . . ., p^~ l , y x , , y^\ 2? - - > ^^ w sind, die Fun- 
damentallosungen r} x 2 5 . . ., ^ -w "~ besitzt ; so bilden die Funktionen 



ein Fundamentalsystem YOU (1); denn aus einer Relation 



wiirde nact Division durcn y" und ^Differentiation" folgen: 



was der Voraussetzung widerspricht. Kennt man also cine Losung 
der Gleichung (1), so erhalt man die ubrigen durcli Auflosung einer 
homogen linearen Differenzengleichung (n -~ l) tcr Ordnung und n 1 
einfache Summationen. 

Kennt man &wei linear unabhangige Losungen der Gleichuug (1), 
(2) 

y und y , so ist ^ ==A-^--eine von Null verschiedeno Losung der 

xx x y u 

Gleichung (4) ; sodaB diese auf die Differenzengleichung (?/, 2 ) tor Ord- 
nung (5) reduziert \verden kann ; cleren Koeffizienten rationale Funk- 
tionen Ton ^ $, . . ., ^- 1) , ,f, ^ . . ., ^ , , d. h. rationale 
Funktionen von /"> />, . . ., n ( "" 1 \ (1) , . . ., V " J , / a ' .., fs) 

*- x ~ * x 1 ^ * x l J% > 7 ./.r | -? ".c ? ' '? ".H- 

siiid. Besitzt dieselbe die Fundamentallosmigen 7y ( "' J , . . . ; ?;, OJ/ ' - - } ; so 
bilden die Funktionen 



ein Fundamentalsystem von (1); denn aus einer Relation 
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wiirde nacli Division durch y und Ausiibung der Operation A, darauf- 

yf 

folgender Division durcli r^ } = A-- und nockmaliger ^Differentiation" 

J x 

folgen: 



was cler Voraussetzung widerspricht. Kennt man also zwei Losungen 
der Gleichung (1), so erhalt man die (ibrigen durch Auflosung einer 
honaogenen linearen Differenzengleichmig (n 2) ter Ordnung und n 2 
zweifache Sunimationen. So weiter schlieBend erh'alt man folgenden Satz: 1 ) 
Kennt man k linear 'imabhangige Losungen y^\ yf\ . . . ; y^ einer homo- 
genen linearen Differ en^engleichung (V), so erhalt man die iibrigen nkEle- 
mente eines Fundamentals?/ stems von (1) durch Auflosung einer homogenen 
linearen Differenzengleichung (n li) tar Ordnung, derenKoeffimenten rationale 



,... ,..., ,, 



durch n k k-faclie Sunimationen. Kennt 
man insbesondere n 1 linear undbhdngige Losungen, so erhalt man 
die n tc Losung des Fundamentalsystems durch einc Quadratur und erne 
(n /)- fache Summation. 

1. Beispiel. (W.) 
Die Differenzengleichung zweiter Ordnung 



mit der Partikularlosung ^. c geht dnrch die Substitution y K = r\ x 
iiber in 



aus dieser ergibt sich 



also 



in Ubereinstimmung mit einem friiheren Resultat. 2 ) Der Ausdruck 
fiir y x stellt iibrigens die allgemeine Losung von P(y c ) = dar, da die 



Sumrne > noch eine willkliiiiche Konstante" enthiilt. 






;; 



1) W. 2) 2. Kap., Ill, 1. Anwendung. 



.?. />V/.s/*/V/. 1 ll'j 
Die Diilerenzengleitdiunir drittrr Onlmni'j; 

WyJ^vTy' + ^'y*^-*' ..... /'.; //, . , : //, 

mit der Partikukrlosung /// ^ p'ht itmvli 

= 7 (1) >, uber in die (.Jlri^ 



1st t/ 1 "^ eine Lostmg von V f ^.r ! ' n * su ^ /' r " 
zweite Losung von J^f//,} -= U, uml uinjjjfkrhri 1st 



A 



"V ^ 

Durch die Substitution n f i ir ~ r t(t*lit ^ // 
Gleicliung erstor Ordnung 



oder in 



Die Losung ^ r * von 



and (lalicr di<* drift i liiifjir nrijildiiu/Lriif** L".-un'j: \n / 



worm fur t^'' uud ^ r " die ohm uu;r".r<*h*MUM: Au iru-Kr 
und deren Kiikzessivr \\\rt' iir/,i^-t/'ii -ini 

Fiir I) r /M//,. 1 , //;'. ///J TLj-ilt sirh nm-ti 



/>. 



II. Yielfache Losungen. 

II, Yielfache tosungen. 1 ) 
Wenn 

(i) P(sO =^ 0) y,+i>y, + t + +JP^" I) 

gesetzt wird, so war nacli Nr. I dieses Kapitels: 

(2) 

worin 



(*=1 

ist; instesondere ist 



J?,-^,) ^"^ y a+ -i + &+, J?.(yJ - y* + . (4= o). 

Setzt man in (2) 2 V =( j und berucksichtigt die Formel 2 ): 

* = (, 



, wenn 
so erhalt man 



(r-0, 1,. ..,-!); 

insbesondere ergibt sich. 



+ ^(yJ + P,(yJ, nrf- 

Aus diesen Grleicliungen kann man sukzessive P^VJ, ^(j/J? > 
durch P(yJ, P(%y x ), P y-> -"> ausdriicken; z. B. isfc 



sodaB Pi(j/J niit der von Pincherle*) so genannten ,,funktionalen 
Ableitung^ yon P(^.) liber einstimint. Allgemeiner besteht zwisehen 
zwei aufeinander folgenden ?; Ableitungen u P A (^J die Rekursionsformel 

(5) P 4 (yJ = -IrtP,-!^'^.) - (* + * - 1) ?*_!&)], 

(ft-l,2,..., W ;P -P), 
wie man leiclit verifiziert. 4 ) 



1) Guldberg, 1., 3., 11.; W. 

2) Siehe z. B. SeUwcmoff, 2., S. 3. 

3) Math. Ann. 49, 378 (1897). 4) W. 
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1st nun fur y x = iq x (=)= 0) 

PfoJ - 0, P, foj - 0, . . ., P^foJ = (A < n), 
so folgt aus den Gleichungen (4) fiir r = 1, 2, . . . I 1 sukzessive: 

PM - 0, P (0 1*) - 0, . . . , P ((^ ,) fl,) - (und umgekelirt) ; 
d. h. die Gleichung P(#J = besitzt die Losungen 



oder auch 5 durch geeignete homogene lineare Verbindungen derselben 
mit konstanten Koeffizienten ; die Losungen 

(6) %, wri x9 x*v} x ,- -, x*- 1 ^; 

dieselben sind linear unabhangig, da eine homogene lineare Relation 
mit ?; konstanten" Koeffizienten 

G >n+ ---- 1- ;i ~" 1== = 



wegen ^=j= 

co + cox+ &x 2 + + (Dx ; -~ 1 = 



fiir jeden Wert von x^ z. B. fiir x } x + 1, ^ + 2 ; . . . ; also 

1 =0, G) 2 =0, ..., 69;. = 

nach sich zieht. 

Eine solche Losung ^ hei6t eine l-fache Losimg der Gleichung 
PftyJ = Q; sie reprasentiert K verschiedene Losungen ; da die Pimk- 
tionen (6) wegen ihrer linearen Unabhangigkeit als 2, Elemente zu 
dena Aufbau eines Fundamentalsysteras von (1) benutzt werden 
konnen. ^ 

Setzt man in der identischen Gleichung (5) x v ~~ l y x an Stelle 
von y x} so erhalt man: 



folgt daher sukzessive: 



Das heiBt: JBiwe (Q {- 1) - fache Losung von -P k __i(y^ = i.^ 
Q-fache Losung von P k (y^ = 0. 1st z. B. vj v eine >l-fache Losung von 
P(?/J = ? so ist sie (A l)-fache Losung von P^yJ = ; (/I 2)-fache 

1) Vgl. 2. Kap, II, B. 
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Losung von P 2 G/J = ^ "> 2-faclie Losung von P*_ 2(3/3.) ^ 
endlich 1-fache Losung von P;.^i(j/J ==0. 

Besitzt die Gleichung P(^) = erne und nztr erne A- ache Losung 
?7 ;r; so besitzt nach obigem die Gleichung P l (y^ = dieselbe Losung 
(A l)-fach ; d. h. die Gleichung P(y x ] = besitzt die Losungen 



und die Gleichung P t (^,) = die Losungen 

y x > x n x , %*y x ,'-, ^~ 

beide haben also die gemeinsamen Losungen 



und feme anderen gemeinschaftlichen Losungen. 1st daher T der 
groBte gemeinsame (symbolische) Teiler 1 ) von P und P t , so besitzt 
die homogene lineare DijQferenzengleichung T(y^) == nur die Losungen 
(7), ist also eine Gleichung (I ~ l) ter Ordnung: 



(8) T(y x ) = * y<8 + *y iB+l + - - - + - a y. +jl - + Kc+ ,_ 1 - 0, 

deren Koeffizienten nach Friiherem rationale Funktionen von 

(o) (-i) 

/'.r ; ^ ^ 

uud deren sukzessiven Werten sind. Die ;? abgeleiteten" Differenzen- 
gleichungen 

= 0, r a (yj - 0, . . ., T,_ 2 (2/J = 



besitzen samtlich die Losung ^5 insbesondere ist 

^-sO/J^^'^y.+i-s + a-i)^^!, 

also '^ eine Losung der Differ enzengleichung erster Ordnung 



aus welcher sich 

. 

ergibt 2 ). Ist aber ^ r bekannt, so kennen wir auch die /I linear un- 
abhangigen Losungen 



der Gleichung P (^) = und konnen daher nach Nr. I dieses Ka- 
pitels diese Gleichung auf eine solche (n Jl) ter Ordnung reduzieren. 



1) 2. Kap., VI 2) Ygl. 1. Kap., I u. II, C. 
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Wir haben also den Satz 1 ): Ttesitsst eine homogene lineare 
renzengleichung n ter Ordnung eine und nur eine 1-fache Lbsung, so 
man diese durcJi einfache Quadratur finden; diese Differenzenglei 
lafit sicli alsdann von Hirer melirfaclien Lbsung lefreien und au 
liomogene lineare Differemengleicliung (n iy er Ordnung reducer 

III. Zerlegung eines homogeneii linearen Differenzenausdn 
in liomogene lineare Bifferenzenausdriicke erster Ordnui 

Setzt man 



() (!) (2) 

- 



worin q (i \ r]f\ . . ., ^ w) die in Nr. I dieses Kapitels definierten ] 
tionen sind ? so lassen sich die Losungen der Gleichung P(y x ) = 
folgender Form darstellen: 

d) - a) ( 2 ) - > w V ^1 , ( :j ) - () V ^ - 

- - ~ 



"a-t-l 
Ferner war nach Nr. I dieses Kapitels, Gl. (6) u. (7): 



also bei geeigneter Normierung der Losungen ^ 1) 7 . . . ; y^ ? die j 
einer beliebigen ;; Konstanten^ multipliziert werclen konnen: 



Jedes w^ gentigt einer homogenen linearen Differenzengloioliung 
Ordnung 



1) Guldbwg, 5., S. 911. 

2) Pincherle, 6. u. 0., 286290; Bortolotti, 8.; Tf r . 
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Die Differenzengleichung P(y^) = wird durch die einzige Losung 
y x = Uy. der Differenzengleichung 



befriedigt 1 ); daher ist nach dem 2. Kap., V: 

P-JMi, 

worin J5 X einen homogenen linearen Differenzenausdruck (n l) ter Orcl- 
nung bedeutet. Da A(y^ nur fur y* = J^ (= w^) verschwindet, 
so ist 



und da 

P(yf) = B.A, (y?) =0 (ft = 1, 2, . . , ) 

ist ? so besitzt die homogene lineare DiflFerenzengleickung S l (y r y=-0 
die 1 von Null verschiedenen Losungen A l (y^} , (Jc = 2, 3 ; . . ., w), 
d. h. die Losungen 

A y " W A' A*' M 

+i^^[) * + i A -p), -, w. + iA-^, 

oder nach Nr. I dieses Kapitels: 



Daher folgt in derselben Weise wie oben 

B^B.A,, 

worin B 2 ein homogener linearer Differenzenausdruck (n ~ 2) tor Ord- 
nung ist, und die Gleiclmng B$(y x ) *= besitzt die n 2 von Null 
verschiedenen Losungen 

(3) 

-' " 

Wir tab en also 

P= B^^R.A.A,-, 

fahrt man so fort, so erhalt man schlieBlieh 

(2) P-A n A n ^...A,A ly 

da wegen p ( f = 1 aueh J5 n = 1 sein mufi. Hiermit ist der liomogenc 

1) Losungen, die sich mir durch eine ,,Konstante u unterscheiden, werdeu 
nicht als vonemander verschieden angesehen; die triviale Losung y = wird 
stet-s aufier acht gelassen. 
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e- 



lineare Differemenaus&rufik ri er Ordnung in n liomogene lineare^ Diffe 
renzenausdriicke erster Ordnung zerlegt Ausfuhrlicher lautet die Zer 
legung: 

" 



(3) 

oder 



oder endlicli mit Riicksicht auf (1) 
... 

(4) 



Diese Zerlegung ergibt sicn auch als Polge der im 2. Kap. ; I ; B 
aufgestellten allgemeinen Determinantenrelation (5). 2 ) Aus derselben 
erhalt man namlich insbesondere : 



oder ; da 

^(A-;^) = =%^ + l A ~ 

ist: 



Daraus folgt fiir k => n: 



oder 



durcli sukzessive Anwendung der Rekursionsformel (6) ergibt sich 
aber mit Riicksiclit auf Grl. (5) des 2. Kap. ; III die Zerlegung (4). 

1) W. 

2) Sortolotti, 3. (Die Arbeit enthalt einen Fehler, der liier richtiggestellt ist.) 
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Hat man einmal die Moglichkeit der Zerlegung eines honiogenen 
linearen Differenzenausdruckes ^ ter Ordnung P(y^) in solche erster 
Ordnung A k (y^) eingesehen: 



worm 

A- = #* 



ist ; so kann man die cc k auch auf folgende Weise sehr einfacli durcb. 
das Fimdamentalsystem y^\ . . ., y^ ausdrucken ^ : Es sei 



P k = 



und die Indizes der Fundamentalintegrale seien so gewahlt, claU die 
Oleichung P k (y^) == die Losungen y, yf\ . . ., y^ besitzt. Der 
Koeffizient von y x+1i in P & ist 1 ; der Koeffizient von 2/ <c gleich 
dem Produkt ( l)*i 2 .-- A 2 ); daher ergibt sich aus dem Heymann- 
sclien Satze 3 ): 



in derselben Weise ergibt sich. durch Betrachtung von P k _^' 
folglich ist 



+ 1 .T + 1 



in Ubereinstimmung init den oben gefundenen Resultaten ? da 



ist. 

Beispiel: Die linke Seite der Differenzengleichung zweiter Ordnung 



mit den Fundamentallosungen y^\ y* laBt folgende Zerlegung in. 
liomogeue lineare Differenzenausdriicke erster Ordnung zu: 



DX + I JJ x'- L> ^+-i y x 

f-i\ ^-* fi)\ /f\\ ^~^ /-t\ ; 



1) Pincherle (u. Amaldi), 9., Kap. X, 290. 

2) Vgl. 2. Kap., V. 3) 2. Kap., Ill, Gl. (3). 
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oder ausfuhrlicher: 



IV. Miiltiplikatoren. Adjnngierte Differenzengleichung. r ) 

Unter dem MultipliJcator einer homogenen linearen Differenzen- 
gleichung 

(i) P(&)=% + + P w y,+._i + ---+j>f&=o*) 

versteht man eine Funktion If^, derart, daB das Produkt M x P(y x ) 
eine vollstandige Differenz wird: 



Die Existenz solcher Multiplitatoren ergibt sich schon z. B. aus der 
Zerlegungsformel (3) bzw. (4) der vorigen Nr. Ill; denn ans dieser 
geht unmittelbar hervor, daB 



r + 1 



ein Multiplikator von P(^/J ist. AJlgemeiner folgt aus Gl. (5) der 
vorigen Nr. Ill mit Eticksicht auf Gl. (7) des 2. Kap., I, C und Gl. (5) 
des 2. Kap., Ill, wenn man noch 



setzt: 

die j,adjungierten" FunMonen # +l sind also Multipli'katoren von (1). 
Wir wollen dieses Resultat noch auf eine andere elementare Weise 
ableiten, die uns zugleich einen tieferen Einblick in die Natur der 
Multiplikatoren gestatten wird 4 ): Ist y^\ y^ , . . ., y^ ein Funda- 
mentalsystem von Losungen der Gleichung (1) ; y x ihre allgemeine 
Losung ? so besteht das Gleicrmngssystem 

/Q\ (1) [ (2) . (^ (//) /-; / v -j \ -j \ 



1) Pincherle, 2. u. 0., Kap. X, 298306; Bortolotti, 2. u. 3.; Wallen- 
berg, 2. u. 3. 

2) Die neue Indexbezeichnung der Koeffizienten ist fiir das Folgende vor- 
teilhafter. 

3) Bortolotti, 2. 4) Wallenberg, 2. 
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worin die a> ; ,Konstanten" sind. Lost man diese Gleichungen nach 
den , ; Konstanten a G>. auf, so erhalt man: 

\^y k ==s ~T\7~'(D 7si 



worin wie fruher (2. Kap., I, C) 



imd 



ist-, wegen der linearen Unabhangigkeit der Losungen y^\ y ( *\ . . . ? 2/ (//) 
ist D 4= 0. 

Jede der Gleichungen (3) stellt eine ; ,erste Losnng" von (1) dar ; 
d. h. die Ausdriicke Q k (y x ) nehmen ftir jede Losung von (1) einen 
,,koustanten" Wert an; insbesondere ist, wie man sofort aus (3) 
ersieht : 

0, wenn =h ft; Q h y - 1. 



Daher muB die DiflFerenz Aft(yJ - <?*(jk+i) - ft(VJ fUr jede 
Losung von (1) verschwinden ; also nach. dem 2. Kap., Ill mit P(y x ) 
bis auf einen Faktor iibereinstimmen, der sich durch Vergleichung 
der Koeffizienten von y x+n in Aft.O*) imd 
ergibt. 

Folglich ist fur jedes y x : 

(4) A^CyJ- 

oder ausfiihrlicher: 

(4a) A ( g yz + *y x+1 + . 



Hieraus erkennt man in der Tat ; daii die Funktionen 



WO 



ist, Multiplikatoren von (1) sind; die lineare Unabhangigkeit dieser 
. ? adjungierten" Funktionen ist bereits im 2. Kap. ; I ; C bewiesen worden. 
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ou 

Durch Vergleichung der Koeffizienten von y x , y x+l , 
auf beiden Seiten von (4 a) erbalt man 

.(!*) _(*)* . 



(5) 



-(!*) 



(n-f) (*) 



*+! 



Daraus ergibt sich fur die f (ft =1, 2, ...,) die zu (1) ,,acZ-' 
jungierte Differenzengleichung" : 

Die anderen a* ' sind, wie ebenfalls aus (5) hervorgeht, mit den 
e durch die Gleichungen 

(?) * ( r"** m m ' 



verbunden; man sagt: ,,Die Funktionen ^"-* ) gehoren mit den Funk- 
tionen sf sur selben Art, und ebenso die honiogenen linearen Diffe- 
renzengleichungen, denen sie genugen." 1 ) 

Setzt man in (4a) fur e^\ g, . . ., ^' itre Ausdrucke durch 
(i) nacb H) ein, so entsteht auf der linken Seite von (4 a) unter dem 

** x V / ' / (k\\ 

Zeichen A der bilineare Differenzenausdruck P(y x ^ as ), wo 



oder 

(8) 

1st-, es wird dann 






i - l n - k - 1 



1) Vgl. 4. Kap , III. 
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Man kann nun fur lineare Differenzengleichungen das Analogon 
der aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen bekannten 
,,Lagranc/e$chQn Beziehung ia ) nach eiiier ahnlichen Methods ableiten, 
wie sie Frobenius^) fiir den Beweis dieser Relation angewandt hat: Der 
Ausdruck 



verschwindet nach (4) fiir # x *= ^ (= 1, 2, . .., n), also fur n nach 
friiherein linear unabhangige Losungen der Grleichung P(Xc) = 0; dieser 
Ausdruck muB daher nach dem 2. Kap. 3 III, rnit J?(^ a ._ n+ i) 3 ) bis auf 
einen Faktor ubereinstimmen ; der sich durch Vergleichung der Koeffi- 
zienten von x __ n+l gleich y x ergibt; es besteht also die identisclie 
Gleichung 



oder __ 

^+1 p (?/J ~ yPC^-+i) -& p (yx> O- 

Setzt man noch 

^ +i - %, P(*,-. + I) - P'(*. + I) = p '(%), 

so ninimt die ?; adjungierte Differ enzengleichung" (6) die Form an: 



oder kiirzer: 

(9) P'(j =E= u,_. 

sie besitzt die Fundamentallosungen t/ l) , u ( ^\ . . ., r .", wo 

, W -^i (*-l,2,..-,*) 

ist. Setzt man ferner 

J 3 0/.,; O = P (^- ? ,-i) 
sodafi 

?/, - 1 w - k - I 

Q(y,, =2 y+*2 

A- = r = 

wird, so lautet die oben gefundene Relation: 

(10) ,P(yJ - ?/. t . P'K) = A (?(2/.,, ) 5 ) 

1) Lagnmqe, Miscell. Taurin., 3., 179. 

2) Joiirn. fur die r. u. a. Math. 70, 260 (1873). 

3") P(^ e M + 1 ) bedeutet, clafi in P~(^ t .) uberall cc n -\- 1 an Stelle von re 
gesetzt wird. 

4) Pincherle, 2.; er nennt sie die ,,inverse" Gleichung. 

5) JBortolotti (3.) niufi infolge des iDereits erwahnten F eiders diese Relation 
auf den Fall p^ = 1 beschranken; aus den obigen Entwickelungen (W., 2.) geht 
hervor, daB diese Beschrankung imnotig ist. 

*\Vallonberg: Lineare Differenzengleichungen. " 
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Dies 1st das Analogon der Lagrangeschen Beziehung; aus HIT folgt 
sofort, daft umgekehrt die Losungen von P(y^) = Multiplilcatoren von 
P'OJ sind. 

Die durch die Gleichung (10) ansgedriickte Eigenschaft des ad- 
jungierten Differenzenausdruckes P'( w ) ist fiir diesen charakteristisclr. 
es sei namlich -R(^) ein zweiter homogener linearer Diflferenzen- 
ausdruck derart, da6 



ist ; so folgt durch. Subtraktion von (10): 



es wiirde also die Differenz A einer Funktion von y x) y x+1) . - ; y x + n ~i 
eine Funktion von y x allein sein ; was unmoglicb. ist; es muB also 
E( UX ) = p'( w j (und' 8 = Q) sein. 

Wir konnen.die Multiplikatoren endlich noch auf eine dritte Art 
herleiten: 1 ) Es sei 



diejenige homogene lineare Dififerenzengleichung (n l) ter Ordnung, 
welche mit (1) die Losungen 

(1) (2) (A--1) (& + 1) (w) 



gemeinsam hat. Dann muB Bach dem 2. Kap., V: 



sein, worin B A einen homogenen linearen Differ enzenausdruek erster 



Ordnung: 



bedentet. Es ist also 



und daher, da P(/f) = ist: 
d. h. 

folglicli 



A k^ y x' 
. 



S (v (k} } S (ii k \ S (u} 8 

^k yx A 2/rc I a % 



1) Wallenberg, 3. 

2) S k (y x+l ) bedeutet wieder, daB in S^^ uberall ^ + 1 an Stelle von x 
gesetzt wird. 
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Es ist also S^ly^^) em MultipWtator von P(y^} und 



eine erste ;? Losung" von P(y x ) = 0; und zwar ist insbesondere fur 
y* = y*\ ; y**" 1 ^ y* +I} > > ^ die willkurliche ,,Konstante CD,- 0, 



Es lafit sich leicht nachweisen, daB diese Multiplikatoren mit 
den oben gefundenen identisch sind; es ist namlicli nach Gl. (5) des 
2. Kap., Ill: 



also nach GL (7) des 2. Kap., I, C: 



d. h. in der Tat 
Daher ist ferner 



und folglich 

(**) 

(-#Xr) > 

*F' 

Endlich ergibt sich fur den bilinearen DifFerenzenausdruck (8): 



daher wird nach obigem Py x> gleich einer w Konstanten", sobald 
fur y v irgend eine Losung von (1) gesetzt wird, was sich ubrigens 
auch aus Gleichung (4) oder aus dem Analogon der Layrangeschen 
Relation ergibt, da dann aus dieser AP(y a!7 ^)=0 folgt; ins- 
besondere ist: 

<,*!, 2,. ,.,n; 



Es sei ferner 



6 s 
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diejenige Differenzengleichung, welche mit der Adjungierten (9) die 
Losungen u^ \ . . ., u x , u x ' + \ . . . ? u* gemeinsam hat; dann muB 
wieder 



sein, worin 
1st; also 
und da 

ist: 



folglich: 

_ _J!>*L , __ T *(%-l) _L 

" ~ 



Es ist also T~ 1 (wj^ x ) ein Multiplikator der adjunyierten Grid- 
clnmg P'(u^) = 0. N"ach dem 2. Kap., Ill (Analogon der Gl. (5)) 



folgt wieder 



T) 

~ 



undnacli GL (11) des 2. Kap. ; I, C: 

7) 

* = +* - 

* 

sodaB 



ist. Beachtet man, dafi bei der adjungierten Gleichung die Operation 
D~ l y x = y x _ l dieselbe Rolle spielt wie die Operation J)y. r = y x + i 
bei der ursprimglichen Gleichung, so besteht zwischen den. l)eiden 
gefundenen Relationen 



vollkommene Reziprozitat. 

Mit Benutzung des Operationssymbols Dy x =y iJC+i und des Symbols 
der inversen Operation D~ 1 y x = y x _ 1 laBt sich der DifFerenzenausdruck 
P(y x ) folgendermaBen schreiben 2 ): 

1) Tj i (u x _i) bedeutet, dafi in I\(u^) tiler all x 1 an Stelle von x gc- 
setzt wird. 

2) Fiir das Folgende Bortolotti, B. 
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J - P ( : } y* + p ( :- l) vy, + +p?&- l y, + &y x , 

und der adjungierte Differenzenausdruck: 

P' 
ocler 



Man erhalt also den adjungierten Differenzenausdruck, indem man in 
dem urspriinglichen Ausdruck P(y^ an Stelle von D k y x die inverse 
Operation D~*y x setzt und auf p^~ k ^ die Operation D~^" austibt. Um 
die Adjungierte der Adjungierten zu bilden, hat man daher in P'(y^' 
an Stelle von D~~ k y x die inverse Operation D k y x zu setzen und auf 
p^x-k* ^ e Operation D k auszutiben; dann erhalt man aber wieder 



a) Die Adjungierte der Adjungierten eines homoc/enen Unearen 
Differen#enausdruckes ist der gegebene Ausdruck seller. 

Ferner folgt leieht: 

6) Die Adjungierte der Summe oder Different zweier Differentzen- 
ausdrilcke ist gleicli der Summe oder Different der Adjungierten. 

Sind endlich zwei honaogene lineare Differenzenausdriicke 



x und 
gegeben, so ist ihr (symbolisclies) Produkt 1 ) 



Die Adjungierte dieses Produktes lautet: 



worin 

'a r D- r y a und B'(y x ] = 



die Adjungierten von A(y^) bez. B(y^) sind; also: 

c) Die Adjungierte des ProduJdes AS(y x } m-eier liomogener linear er 
Differ ensenausdrucke ist gleicli dem in entgcgengesetster Heilienfolge der 
Faldoren genommenen Produkt B'A'(ij^ Hirer Adjungierten. 

Daraus folgt sofort der Re#ipro#itatssat# : 

1) Vgl. 2. Kap , V. 
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d) Die Adjungierte des ProduUes melirerer homogener linearer 
Differenzenausdriic'ke 



ist das in ewkgegengesetzter Eeihenfolge der FaUoren genommene Produkt 

K'R'...B'A'(y x } 

ihrer Adjungierten. 

Betrachten wir z. B. das Produkt zweier einander adjungierter 
Ausdriicke 



so ist nacli dein Reziprozitatssatze und nacli a): 



Also: 

e) Das Produkt zweier einander adjungierten Diff&renzenausdrucke 
ist mit seiner Adjungierten identisch. 

Da ein laomogener linearer Differenzenausdruck nullter Ordnung 
a x y x sich. selbst adjungiert ist, so gilt Satz e) auch noch fiir den 
aUgemeioeren Ausdruck Aa x A(y^). Ferner ergibt sich aus dem 
Reziprozitatssatze und aus der Zerlegungsformel (3 a) der vorigen 
NT. Ill sowie aus den Entwicklungen der NT. I dieses Kapitels: 

f) Die Adjungierte des DifferenzenausdrucJces 



lautet: 



Die Differenaengleichung A(y x ) == "besitzt die Irt 



... w 

^x X; V.^ 7 

adjungierte Gleielmng A\y x ) = <fe Fundamentallosiutgcn 



. 

' ? 'v ^-J 'a; J - > r l x X; 



1) A / w a , = it a; _ 1 w^ ist die Adjungierte von Au x =-u x + l u x . 

2) Weitere Untersuchungen iiber diesen Gegenstand ruhren ebenfalls von 
Bortolotti (4. n. 5.) her, insbesondere tiber homogene lineare Difterenzenausdriickc, 
die ihren Adjungierfcen Equivalent sind. 
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V. Yollstiindige lineare Bifferenzengleidmngen. 1 ) 

(Inter einer vollstdndigen linearen Differenzengleicliung versteht 
man die Gleichung 

(1) P(jO .= y x+n + p y x+n _, + + p ( : } y x = p x . 



Em besonderer Existenzbeweis fiir eine Losung derselben braucht, 
falls die Koeffizienten rationale Funktionen von x sind, nicht erbracht 
zu warden, da man zeigen kann ; daB jede Losung von (1) auch einer 
Jiomoyenen linearen Differenzengleichnng geniigt 2 ): 1st n'amlich y x = y x 
eine Losung von (1), also P(^J = p x , und wird P(^) = P^, gesetzt, 
so ist 

A^+i-^+i-P*- ; 

d. h. rj x geniigt der homogenen linearen Diflferenzengleichung (n + l) ter 
Ordnung 

(2) ' ' j 

Aus (2) ergibt sich 



also 

-P(y) = *>PX> 

worin co eine willkihiiche ,,Konstante" bedeutet. Die vollstandige 
Gleichung 

(3) P(y.)-oj) s -0 

stellt eine ;; erste Losung" von (2) dar ? d. h. jede Losung von (3) be- 
friedigfc die Gleichung (2) 7 und umgekehrt (bei geeigneter Wahl der 
,,Konstanten" co)-, dem Werte co = entsprechen die Losungen der 
? ,redut;ierten Gleichung'^ P(yJ = 0, die also ebenfalls der Gleichung (2) 
geniigen. Ist y x = y x eine Losung von (2), fiir welche in (3) o> 4= 
1st, so (jeniiyt ivegen P(co^) = oPfo,.) die FunUion y x o^ der vor- 
(/dcf/tcn Gleichung (1). 

Ist ri x eine Partikularlosung, y x die allgemeine Losung von (1) ; 
so geniigt y x ~ ^ x der liomogenen linearen Differenzengleichung 

(4) P(yj-0; 

derm aus P(y x )-p x , P(^)=A folgt P(^/,) -Pfe) = P(^-^) = 0. 
Bilden dalier y^\ yf\ . . ., y ( * ] ein Fund amentalsy stem von Losungen 

1) Layrange, 2. (vgl. Lacroix, 1.; J5ooZe, 1.; Marlcoff, 1.; Seliivanoff, 2.); 
Wallenberg, 2., I. 

2) IF. 

3) P(?/ a . + 1 ) bedeutet wieder, daB in P^) iiberall x + 1 an Stelle von a; 
gesetzt wird. 
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der ;; reduzierten Gleicliung" (4), so lautet die allgemeine Losung 
von (1): 

y* ~ ix + y.x = ^ + iy* (1) + <sy* 2) + + yi n) > 

worm G> I? G) 2 , . . . ; a n willkiirlicb.e ;; Konstanten" sind. 

Wir werclen im nachsten Kapitel sehen, da6 man. in vielen Fallen 
eine solche Partikularlosmig direkt fmden kann. Hier dagegen wollen 
wir zeigen, wie man die allgemeine Losung von (1) mit Hilfe der 
Losungen y^ der reduzierten Grleichung (4) und ihrer Adjungierten 
herstellen kann. Dazu bedienen wir nns der Lagrangesohen Methode 
der ^Variation der Konstanten" 1 }: Wir setzen die allgemeine Losuug 
von (1) in der Form an 



worin die c^ aber keine , ; Konstanten" ? sondern nocb. zu bestimmende 
Funktionen von % sind. Da wir n Funktionen zur Verfiigung baben 
und nur eine Bedingung zu erfiillen ist ; so konnen wir n 1 neue 
Bedingungen einfiihren und wahlen dieselben so ; daB y x+i , y x + s, - ; 
y x +n-i dieselbe Form haben ; als ob die cj ;; Konstanten" wiiren. 
Da c x+1 ==c a .+ Ac <B ist, so erbalten wir das Gleichungssystem 

^ = * + cfy. m + + - + ^y^ k (* - o, i, . . ., n - 1) 

mit den Bedingungen 



zu denen iioch die Bedingung 

(6) y . A, + y. A,f + - - - + A*? 

tritt, die sich ergibt ; wenn man die Werte fur y x , 
und 



in die Grleicbung (1) einsetzt. Dividiert man die Gleicliungen (5) 
und (6) durch p x und vergleicht sie mit den zur vollsttindigen Bc- 
stimmung der adjungierten Funktionen 0^ dienenden Glcichung (8) 
im 2. Kap. ; I ? C, so erbalt man 



1) Lagrange, 2., S. 156 ff. 
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also 



und daher als allgemeine Losung der Gleichung (1): 



worin auch (nach der vorigen Nr. IV) ^ = -77"?^ gesetzt werden 

kann; die in (7) auftretenden Summen enthalten noch je eine will- 
kiirliche additive , ; Konstante". 

Dieses Resultat folgt auch unmittelbar aus Gleicliung (4 a) der 
vorigen NT. 'TV 1 ): Da namlich fiir jede Losung y x von (1) 



ist, so ergibt sich ans (4 a) (N"r. IV) das Gleichungssystem : 



multipliziert man diese Gleichungen der Reilie nach mit y^\ yf\ . . ., y^ 
und addiert, so erhalt man mit Rticksicht darauf, dafi nach der Defi- 
nition der : 



"- -, 

( ) \ yVgM + V <V"> + + V W * M = 0, (i=2,3,...,n- ^ 

I Jx x ' "a; x ' ' -' x x ? \ ' ' ^ ' a; 

ist ; den Ausdruck(7) als allgemeine Losung derDifferenzengleichung(l). 
Wir sind jetzt imstande ? die Untersuchungen iiber die Zusammen- 
setzuiag bzw. Zerlegung liomogener linearer Differenzenausdriicke im 
2. Kap. ; V zu vervollstandigen 2 ) : Wenn die homogene lineare 
Diiferenzengleichung n ter Ordntmg P(y^) = durch alle Losungen der 
Lomogenen linearen Differenzengleichung ^; ter Ordnung Q(y x ) = 
befriedigt wird ? so ist nach dem 2. Kap., V: 



worin E ein homogener linearer Differenzenausdruck (n &)* r Ordnung 

ist, dessen Koeffizienten sich aus denen von P und Q und deren suk- 

zessiven Werten rational zusammensetzen. Es sei nun y^ \ 

ein Fundamentalsystem von Q(y^ = 0, y^\ yf\ ..., ;?yj ; ; 

ein Fundamentalsystem von P(?4) = ; so genligen die von Null ver- 

schiedenen Funktionen 



. . ., 



1) Wallenberg, 2., 1. 2) W. 
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der homogenen linearen Differenzengleichung JS(yJ *~ 0; und ^ zwai 
bilden sie ein Fundamentalsystem derselben, da aus einer Relation 



folgen wiirde, daB die Gleichung ^(yj = mehr als k linear unab- 
bangige Losungen besitzt, was nacb dem 2. Kap. ; III unmoglicb ist. 
1st umgekebrt w x die allgemeine Losung der Gleichung R(y x )~Q, 
so befriedigt jede Losung ^ der vollstandigen Gleichung 



die Gleichung P(yJ = 0, da 

J?W- 
ist. Die allgemeine Losung dieser vollstandigen Gleichung 



worin ^ (1) ; ssf\ . . . ; ^ bestimmte Losungen der zu Q(y^) = ad- 
jungierten Gleichung Q (^) = sind ; stellt daher auch die allgemeine 
Losung von P(yJ = dar, da sie n wesentlich verschiedene willkfir- 
liche ,,Konstanten" enthalt: w x enthalt n Jc willkiiiiiche w Konstanten" 
und jede der Tc Summen je eine additive willkiirliche ,,Konstarito". 

Als besonderen Fall behandeln wir die lineare Differ enseng lei cluing 
erster Ordnung: 

( A ) V* + i -P*y*~<L- 1 ) 

Ist u x eine Losung der reduzierten Gleichung 

( B ) ^+1^^ = 0, 

also nach dem 1. Kap. ? II, C: 

, L Us^ 

und setzt man 

& = ***, 

so ergibt die Gleichung (A): 

^ + l^ + l-lV'^,-=fc; 

oder, da c x+l = c x + &c x und u x+l p x u x = ist: 



1) Lagrange, 1. (vgl. JSooZe, 1.). 
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worm co und co r ;; Konstanten u sind. Die allgemeiue Losung von (A) 
lautet also: 



oder ausfiilirlicher geschrieben: 



darin ist auch co = co co' eine ,,Konstante", wahrend sich co irn ersten 
Gliede rechts gehoben hat ; so daB co stets gleich 1 gesetzt werden 
kann. Es sei noch bemerkt, daB die nicht lineare Differenzen- 
gleichung erster Ordnung 

Px^x^x+-l ~t~ fffc^-r+l ~t~ ^x^'x == ^ 

nach Division durch u x u x+l mittels der Substitution y x = in eine 
lineare Differenzengleichung erster Ordnung transformiert werden kann. 

Seispiele: 
1. y x + 3y x = a x (Seliwanoff). 

x 

Hier ist q x = a x , p x = 3 ; also u x = 3*. Der Ausdruck ^> 7^+1 

hat verschiedene Werte ; je nachdem a 4= 3 oder = 3. Ist a =(= 3, 

so ist 

(-V 

t^ 1 V^/^X- 7 '' 1 \ 3 / 



- + 1 ~ 3 
und daher 

^ = 

1st dagegen a = 3 ; so ist 



V a * -1 

^ 3 ^ + 1 ~ 3 

also 



^ = 3 ^ _, - 4 (Markoff, Seliwanoff). 
Die Gleichung 
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tat offenbar die LSsung 

daher 1st Her: 



**'* 



_ 

* 



also 

* - ~ T 



(Boole). 



rfer Rekursionsformel 



und dnroh Z wei ma li ge Anwandong der 



-^ 

also: ' a zwar = 12 wegen / = 0- 



1) Nach der bekannten Formel 



. B. &fe awo ^ 2 . S 34 
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woraus 

y m -19212-/J,.- 19212 -A, 



d. h. aufierst nahe 

2/ioo - 19212 
folgfc. 

VI. Iteration linearer homogener Differenzenaiisdriicke. 
Symfoolisclie Potenz. 1 ) 

Wird ein homogener linearer Differenzenausdruck w ter Ordnung 



,,iteriert", d. h. mit sich selbst kompo'niert, so entstelit ein homogener 
linearer Differenzenausdruck von der Ordnung 2n: 



derselbe wird befriedigt durch die Losungen von P(y^ = und durch 
die Losungen der vollstandigen Gleichung P(y^) = ^^ wo r\ x eine 
Losung von P(yJ == ist. Aus der letzteren Gleichung geht hervor, 
da6 das Iterationsresultat wesentlich z. B. von p^ abhangt; und da 
man durch Multiplikation der Gleichung P(y^) = mit einer will- 
kiirlichen Punktion von x diesem Koeffizienten jeden beliebigen Wert 
geben ka,nn ; so liefert deranach die (ein- oder rnehrmalige) Iteration 
einer hornogenen linearen Differenzengleichung eine unendliche Menge 
von honiogenen linearen Difterenzengleichungen, welche mit der ur- 
sprunglichen Gleichung samtliche Losungen gemeinsam haben, 

Wir wahlen nun als Ausgangsgleichung eine homogene lineare 
Differenzengleichung erster Ordnung: 



und iterieren sie ^-mal; die dadurch entstehende Differenzengleichung 
n iQV Ordnung P n (y^) = besitzt zunachst eine Losung von 



y x = 

Ux v x 

ferner eine Losung von s x y v+1 t x y x = i] x \ also nach der vorigen Nr. V : 



ferner eine Losung von s x y x+1 ~~- t x y x = ^ 3) ," also: 
1) Wallenberg, 2., S. 53 ff. 



94 3. Kap. Formale Theorien. 2. Teil. 



usf. Die DiffereBzengleichung P n (y x } = besit2t also die Losungen 



Ton denen man ahnlieli wie ia Nr. I dieses Kapitels zeigen kann, daB 
sie voneinander linear unabhaiigig sind. 

Walilt man insbesondere t x =l, so werden diese Losungen: 



(1) (_ _1V_^ (_ 
" 1 . 2 . . .^ _ 



aus ihnen ergeben sich. durch. geeignete lineare Yerbindungen folgende 
Losunen: 



Die Losung q^ 1st also nach unserer friiheren Bezeiehnung 
(3. Kap., II) n-fache Losung der Gleicliung P w (j/ iC ) = 0; besitzt um- 
gekenrt eine honiogene lineare Differenzengleichuiig Q(y x ) = die 
n-fache Losung %. ? so 1st 



worm 



ist. Hieraus ergibt sich die Berechtigung unserer Torminologie. 

Die Differenzengleicbung P w (y a .)==0 geht clurcli die Transformation 



in diejenige Differenzengleichung liber, welche die Losungen 1 ; x, 
x*, . . ., x n ~ l besitzt, d. k in eine Differenzengleichung mit konstanten 
Koeffizienten, die man symbolisch folgendermafien schreiben kann: 
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zwischen den n Losungen y von P n (y x } = bestehen n 2 liornogene 
Relafcionen zweiten Grades von parabolischem Typus 



Wir wollen noch untersuchen, wann eine homogene lineare 
Differenzengleichung z welter Ordnung 



durch Iteration aus einer homogenen linearen Differenzengleichiing 
erster Ordnung 

^fe + i-^ = 
nervorgeht. Es ist: 

(*0*+i-**yJ(^ 

es nruB daher sein: 



Setzt man ----- = u^. so wird 
x ' 



X + Hr + l ~~ ^7 



also durch Elimination von -?- : 



^ 
setzt man ferner ^^ = ----- } so geht diese Gleichung iiber in 






^ + 2+2^ + 1 +^^==; 
welche mit der vorgelegten Gleichung identisch ist. Aus t x = 



x u == r ergibt siah : 



CD 



r~T w 

r I I : 
1 JL r x ' 



darin ist fc^ =*--, wo ^ eine Losung der vorgelegten Gleichung 

% 
zweiter Ordnung bedeutet. Wir sehen also, daB die Koeffizienten q~ 

und r x gar keiner Beschrankung unterworfen sind ; und konnen den 
Satz aussprechen : 

Jede beliebige Jiomogene lineare Differenzengleicliung zweiter Ordnung 
kann als Iteration einer homogenen linearen Differensengleiclmny erster 
Ordnung dargestellt werden. 

1) Das Produkt ist symboliscli aufzufassen. 
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Durch Koeffizientenabzahlung erkennt man leicht, da8 diese ] 
scliaft auf Gleichungen z welter Ordnung bescbrankt ist; fur Grleicb 
boherer als zweiter Ordnung, welche Iterationen von Grleicb 
niedrigerer Ordnung sind, mussen zwischen den Koeffizienten 
Bedingungsgleichungen bestehen. Da die homogene lineare 
renzengleichung zweiter Ordnung sicb. stets als Iteration einer 
chung erster Ordnung darstellen laBt ; so haben ibre Losungen 
obigem die Form: 



1) Ygl. 2. Kap., Ill, 1. Anwendung, sowie 3. Kap., I, 1. Beispiel. 



Viertes Kapitel. 

Gruppentheorie 1. TeiL Transformation, 

I. Invariante Funktionen der Losnngen eines Fundamental- 
systems. *) 

Es sei gegeben die lineare homogene Differenzengleichung 
(1) P(y x } = y x+n + py. +n _ l + ' ' ' + P?y, = 0, 



worm die ^ gegebene rationale Funktionen von x bedeuten. Wir nennen 
irgend eine rationale Funktion eines Fundamentalsy stems j/j \ y a [ , ..., y^ 
von Losungen der Gleichung (1) und ihrer sukzessiven Werte y^ 1? 
^x+v * ' ; y + i5 #* + < ' ' > Vx 01 ' m ^ ration alen Koeffizienten eine 
invariante Funktion der Fundamentallosungen y^\ . . ., y^ und ihrer 
sukzessiven Werte, wenn sie als Funktion von y^ \ . . ., y und ihren 
sukzessiven Werten formal invariant bleibt, falls man y^, \ y^\ . . . , ^ 
und ihre sukzessiven Werte den Substitutionen der allgemeinen linearen 
homogenen Gruppe unterwirft, d. h. y (i = 1 ; 2 ? .. ., n) durch 

und entsprechend y + (i== 1 ; 2, . . ., n) durch 

ersetzt, wobei die a ik ein System von w? beliebigen , ; Konstanten" be- 
deuten ; deren Determinante von Null versehieden ist (vgl. 2. Kap. 7 II, B). 
Wir haben schon ein System solcher invarianten Funktionen 
kennen gelernt; denn die Ko efficient en p x der Gleichung (1) sind 
solche rationale Funktionen der ii^\ . . . , y^ und ihrer sukzessiven 



1) Guldberg, H>, 7% Kap. 1; vgl. Stephansen, 2. 

Wallenberg: Lineare Differenzengleiclrangen. 
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Werte. Die Grleichung (1) laBt sich ja (vgl 2. Kap. ; III) in Deter- 
mmantenform folgendermafien sehreiben: 



(2) 



0. 



Die Koeffizienten p sind folglich darstellbar als Quotienten zweier 
Determinanten und bleiben daher invariant; wenn die y^\ . . ., y^ 
einer linearen Substitution imterworfen werden, da Zahler und Nenner 
sich mit derselben Determinante multiplizieren. (2. Kap. ; III.) 
Wir werden jetzt folgendes Theorem beweisen: 



Jede rationale invariante Function eines Fundamentalsystems y 



x \ . 



y^ von Losungen der Differ eneengleichung (1) und ihrer sukzessivem 
Werte mit rationales, Koeffizienten lafit sich rational durch die p und 
Are sulceessiven Werte ausdruclten. 1 } 

Wir bemerken znerst: hat man irgend eine rationale invariante 
Funktion von y^\ , . ., y^ nnd ihren sukzessiven Werten mit ratio- 
nalen Koeffizienten, so kann man mit Hilfe der Gleichung (1) die 
n t&n ur|( j ^oheren snkzessiven Werte beseitigen nnd erhalt durch diese 
Reduktion eine rationale Funktion, die y^\ ... ; y^ und deren sukzes- 
sive Werte hochstens bis zum ^-l) ten enthalt, und, da die Glei- 
chung (1) rationale Koeffizienten enthalt ; ebenfalls nur rationale 
Koeffizienten besitzt. 

Nach dieser Reduktion haben wir dann eine rationale Funktion 



deren Koeffizienten rationale Funktionen der p und ihrer sukzessiven 
Werte sind. Wir werden jetzt zeigen ? daB die Funktion R in dieser 
Form frei von y^\ . . . ; y^ und ihren sukzessiven Werten, also eine 
bloBe Funktion der p und ihrer sukzessiven Werte ist. 2 ) 
Man hat namlich: 



(3) E ( 



,, 



1) Analogon des Appettschen. Satzes aus der Theorie der linearen Differ en tial- 
gleichungen (Ann. de 1'Ec. Norm. (2) 10, 391). 

2) Die Koeffizienten derselben sind rationale Funktionen von x. 
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wo die p und ihre sukzessiven Werte in den Koeffizienten von li 
auf beiden Seiten dieselben geblieben sind. 

Wir konnen nun die ;; Konstanten" a ik so wahlen, daB fur 
einen gegebenen ; sonst aber willkiirlichen Wert von x, fur welchen 
D(y\ ..-, y ( * } ] 4=0 ist, die Funktionen 

M >). ~(1) >) . ,(1) ,00 

"x > '-9 e at ' ^aj + y "V ^JB+IJ '^ + M -i? - - ? ^ + n _i 

wilttturlich vorgeschriebene Werte annehmen. (Vgl. 2. Kap., II ; A.) 

Hinge dann B von irgend einem dieser Werte ab ; so ware die 
Gleichung (3) unnioglich; denn die rechte Seite ist von den a^ un- 
abhangig ; wiihrend die linke Seite einen bestiminten Wert mit den 
a { _ anninimt. Die Fnnktion R kann also nicht von den y^\ . . ., 
y^\ . . . ; y^ln^i abliangen,, sondern nur eine Fnnktion der p nnd 
ihrer sukzessiven Werte sein. Q. e. d. 

Ist die rationale Differenzenfunktion H(y x ] keine absolute, sondern 
nur eine relative Invariante ? d. n. multipliziert sie sich bei Er- 
setzung der y durch die # mit eirier von Null verschiedenen ; ,Kon- 
stanten": 



so folgt zunachst aus den Prinzipien der algebraischen Invarianten- 
theorie^ daB c gleich einer ganzzaliligen Potenz der Substitutions- 
determinante 



sein mufi: c = S m . Nun ist aber 
also 



j[gt e ; ne absolute Invariante und dalier nach obigem eine 

. 

rationale Funktion der Koeffizienten jp^ und ihrer sukzessiven Werte. 
Folglich wird, da nach friiherem (2. Kap., Ill): 



ist, I? [j/ J gleich einer rationalen Function der jr imd ihrer sukzessiven 
Werte, miiltipliiziert mit einer Potent von &JJ( l) w ^ . 
Die Determinante 

v. y}'**} y >?'''}/ 

7 :f: 



100 * K':i]. <in;i'j.rhth. 

eriribt sii'h z. H. li'irhr ais 1' .1 



/' 




also: 



//. i /* 

Das Theorem von d*r iiivariaiift'ii I-' 

* 

dafur, daB x.\vi Irwaiv hniHM.jf.-Ti. l::Vr' 
nnnxen ^/ uinl ///: 



cne 

EH sti ?/ r ! , . . ., ft ' in 
P r f?/j -- 0. Die !iutwi*nliu f 
die beiden fJIei<'hnnr*'n **ni'- 



oder 

WO die 



r 






Hit- link** Sritr iiii*>.-**r Uli-nv 
<lor L-osun^'-n v '..... // ', 
Kakior M //i 1 /, t \ lt . vr 
raiionalf Funkiii.ji .l.j- KM*. ?' 



f M Ur] 
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Eine zweite Anwendung findet das Theorem fiber die invarianten 
Funktionen bei der Bestimmung derjenigen homogenen linearen Diffe- 
renzengleichung, welche die Losungen zweier gegebenen linearen 
homogenen Differenzengleiclningen der Ordnungen n und m: P x (y^) = 
und Q x ($^ = besitzt. Es sei y^\ ,.. ? y^ ein System von 
Fundamentallosungen der ersten Differenzengleicliung und 0^\ ... ; jgr 
ein System von Fundamentallosungen der zweiten Differenzengleichung. 

Die gesuchte homogene lineare Differenzengleichung, deren Ord- 
nung n -\- m ist, schreibt sich dann: 



(4) 



x + m + n x + m+n x + m-i-n > x+ m + n x+ m + n 

/ ^/ (1) --<u (n] ^ (1) .-V" 

X + m + n - 1 ^a? + m + - 1 ^a; + m + - 1 ? a? + w + 71 - 1 a; + m + n - 1 



y (i} 

J x 



= 0. 



Die linke Seite dieser Gieichung ist eine relativ-invariante Funktion von 

(i) (i) (i) 



(n} (n) 

^ ^ ^-+1^ 

xind von 

(1) ,0 (1) 

;c 1 "x+V 



x > ^x+V ' ' ") & x + m + n ' 



Sie laBt sich folglich, abgesehen von dem Paktor //( l) m + n pq , 
als rationale Funktion der Koeffizienten der beiden gegebenen Diffe- 
renzengleichungen und ihrer sukzessiven Werte ausdriicken. 1 ) 

Dieselbe Methode dient auch zur Bestimmung der linearen homo- 
genen Differenzengleichung ; welche die Losungen dreier oder mehrerer 
linearen homogenen Differenzengleichungen besitzt. Besitzen aber 
die gegebenen linearen homogenen Differenzengleichungen gemeinsame 
Losungen 7 so ist die aufgestellte Deterrninante (4) identisch Null, da 
sie eine oder mehrere identische Kolonnen besitzt. 

Man bildet in diesem Falle erst die lineare homogene Differenzen- 
gleichung Ii c (y x } == 0, welche die gemeinsamen LosuDgen der beiden 
gegebenen Differenzengleichungen besitzt (den groBten gemeinsamen 
Teiler 7 2. Kap. ; VI). Die gegebenen Differenzengleichungen schreiben 
sich daher: 

= 0, Q(y x } = TB(yJ = 0. ' 



1) Stephansen, 2.; vgl. 2. ~Kaj)., YI. 
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Die beiden linearen homogenen Differenzengleichungen 
S(wJ0 und T(00 

haben dann keine gemeinsamen Losungen. Man bildet dann nach der 
angegebenen Method e die lineare homogene Differ enzengleichung: 

-iK) = o, 

welche die Losungen von S(u^) = und T(u^) = besitzt. Die ge- 
suchte lineare homogene Differenzengleichnng ist dann 

AE(yJ-0 (Tgl. 2. Kap., VI). 

AuBer den bisher betrachteten invarianten rationalen Funktionen 
eines Systems von Fandamentallosungen y^\ . . . , y^ gibt es auch 
rationale Funktionen, die bei einer Untergruppe der linearen homogenen 
Gruppe invariant bleiben. 

Betrachten wir zum Beispiel die lineare homogene Differenzen- 
gleichung zweiter Ordnung 1 ): 



so lautet die allgemeine lineare homogene Gruppe: 
Eine ihrer Untergruppen ist: 



WO 

ist. Der Ausdruck 



ist, wie man leicht verifiziert, invariant bei dieser letzten Gruppe. 
Er geniigt der linearen homogenen Differenzengleichung erster Ordnung: 



Aufyabe. Wie bestimmt man die lineare homogene Gruppe, bei 
der eine gegebene rationale Funktion eines Systems von Fundamental- 
losungen formal invariant wird? 



1) Guldberg, 7*, Kap. IU. 
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Beispiel. Es wird die Gruppe des Ausdruckes: 



gesucht. 

Auflosung: 



** 

& 



II. Transformation einer homogenen linearen Differenzen- 

gleiclnmg. *) 

Es sei 



wo I? eine ganze rationale Funktion der Losungen y^\ . . ., y^ w) eiues 
Fundarnentalsystems der Gleickung (1) und ihrer sukzessiven Werte 
ist. Das allgemeine Problem der Transformation bestelit darin, eine 
lineare homogene Differenzengleicliung zu bilden ; welche die Funktion iq x 
als Losung besitzt. 

Um die Ordnung der gesuchten linearen liomogenen Differenzen- 
gleichung in y x zu bestimrnen, ersetzen wir j/j 1} ; . . ., y x ", y^, - - . 
durcli die Losungen eines andern Fundamentalsy stems # x \ . . ., 8^: 



Die Ordnung der linearen liomogenen Differenzengleichung in -^^ ist 
dann gleich der Anzahl der linear unabhangigen Glieder ; die in 
dem transformierten Ausdruck fiir i] x auftreten. Es sei p diese Anzahl, 
und es seien 



die p linear unabhangigen Glieder. Die lineare homogene Differenzen- 
gleichung in y x ist dann 



* <P , J 



^ 



=-0. 



1) Guldberg, 7 a, Kap. II. 
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Die Koeffizienten dieser Gleichung sind augenscheinlich relativ- 
invariante Fnnktionen yon *f , .'. , ^ und ihren sukzessiven Werten 
und daier nacli Division durch einen gemeinsamen Faktor in x rational 
ausdriickbar durch die Koeffizienten der gegebenen Gleichnng. 

Betrachten wir beispielsweise die lineare homogene Difterenzen- 
gleictoing zweiter Ordnung: 



und suchen wir die lineare homogene Differenzengleichung, deren 
Losungen die Quadrate der Losungen der gegebenen Gleiclmng sind. 
Wir setzen: 

(1)2 

77 == W . 
"x &X 

Der allgemeine Ausdruck fur ^ ist dann: 

' ^-[M. W + V. W ]'- 

Wir haben hier drei linear unabhangige Grlieder: 



Die gesuchte lineare homogene Differenzengleichung ist also im all- 
geraeinen von der dritten Ordnung. Sie ergibt sich in folgender 
Form: 

&+i~*^ ai > 



Zwisclien dea drei Losungen i-y', 17 
besteht die homogene quadratische Relation 



Eine einfache Transformation ist die folgende: 



wo die a x rationale Funktionen von x sind und y . eine Losiuig der 
linearen homogenen Differenzengleichung (1) ist. Man sieht Ieicht 7 
daB die lineare homogene Differenzengleichung in rj x im allgemeinon 
von derselben Ordnung wie die gegebene Gleichung ist. Erstens sielit 
man, wenn m > n, daB man mit Hilfe der Gleiclmng (1) die hoherea 

1) Heymann, 1., S. 410; vgl. Wallenberg, 2. 



II. Transformation einer homogenen linearen Differenzengleiclmng. 105 

sukzessiven Werte y x+n , y x+n + lL , . . ., y x+m aus der Forrnel (a) weg- 
schaffen kann, sodaB man zuletzt erhalt: 



wo die # rationale Funktionen von x sind. 

Nimmt man nun die sukzessiven Werte von ri x und eliminierl 
mit Hilfe der Gleichung (1) die hoheren sukzessiven Werte von y x 
so erhalt man folgendes Grleichungs system: 






Eliminiert man yj 1 ^ . . ., J/J 1 J % _ 1 aus diesen n+1 Gleichungen, so er 
halt man die gesuchte Gleichung fur q x . 

Umgekehrt driickt sich die Losung y in derselben Weise durch y, 
aus. Denn betrachten wir die n ersten der vorhergehenden Gleichungen 
die von erstem Grade in bezug auf 

(i) (i) (i) 

Vsc ' yx + l> * *' ^ay-f-w-l 

sind ; so erhalten wir insbesondere: 





Die Auflosung dieser n Gleichungen ersten Grades ist gestattet 
denn ware die Determinante des Gleichungssystems Null, so bestanch 
eine Relation mit rationalen Koeffizienten : 



was unnioglich ist ; da der allgemeine Ausdrtick fiir t] x durcli di 
Integrate der linearen homogenen Differenzengleichung (1) n lineai 
unabhangige Glieder A(&\ . . ., ^-(^) enthalt, vorausgesetzt, dat 
die Gleichung 

^u* +m + ^W-i + + "^y* - o 



nicht gemeinsame Integrale mit der Gleichung (1) besitzt ? in welchen 
Falle die Gleichung in r\ x augenscheinlich einer Reduktioii unterliegt. r 

Die beiden linearen homogenen Differenzengleichungen in y x unc 
ri x heiBen Gleichungen derselben Art. 

Wir werden einige Satze iiber solche Gleichungen entwickeln. 

1) Vgl. den folgenden Abschnitt. 
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IIL Linearc hosnogcwe Siffereiizengleiclniiigen derselben Ari. 
Hat man zwei lineare liomogene Differenzengleichungftn 






mit rationalen Koeffizienten, so sagt man, tlw Gle'/clmntj (2) (jeJio, 
mil (1) gu (krsdloi Art, oder ist mit (1) von dcrselhcn Art, \vomi nia 
durcli die Beziehung 



wo die a x rationale Fimktionen sind, von den Losungen der Dillc 

renzengleiclnmg (1) zu denen der Difterenzengluiclmiig (2) tibia 
gelieu kann. 

Ist insbesondere in der angefulirten Relation (X): 




so sao-en wir, die beidcn lincareu liomoGreiieu Uiireron/ J onu;I(M'( > .lnin<^ru 

O .' O < > -^ 

sind altnlicli. 

Xacli uuserer Definition nnd den Au.seiiianders( i ixuiit'Mi in N r. i 
sind alle linearen homogeneii DifferLvii/engleichun^eii, die mil, v\w 
vorgegebenen von derselben Art sind ; mit ilir von ^IcicJicr <><l<v 
niedrigerer Ordnung. 

Ist n^>m } so wircl man nicld durcli eine /n (-)) jnialo^c Uclnlioi 
von dem allgemeinen Integral von (2) xu dcm der ( 
iibergehen kcinuen: ist also n^>m- nnd die* ^Jiiirlnin^ ("2 \ 
derselben Art, so ist nidi/, aucli (T) mit ('^) von (Icrsclli 
eingefiibrte Bezieluuio; ist also nieht wodiselsoiti^. IsL <li<> 
(2) mit (1) von derselben Art nnd aucli (1) mil, (2) von drrsHiMMi 
Art, so sagen wir: die beiden linearen. lioniog<>n<Mi DiU'crcn/r'n- 
gieichungen sind tjefjenstiticj von derselhen Art, odc.r nuch kinv,, r-ir 
sind von derselben Art; in diesem Fallo iniLsscn nax-b obiovm hci-lc 
von derselben Ordnung sein. 

Aus uuserer Definition folgt iiniuitt(ilbar: 

Ist die Gleichung (2) mit (1) von derselbeji Ari un<l <lic (Jiri 
chung (1) mit einer aacleren liaeaven liomogeucii Din'cn'.nzcno-lc.icIiMiiir 
n ti:r oder hoberer Ordnung, die aucli rationale KorHi/icntriL !ia.I, von 
derselben Art, so ist aucli die Gleiclmng (2) mil; diV,scr von' der- 
selben Art. 



1) Guldlcrg, S e 



ILL Lineare homogene Differenzengleichimgen derselbun Art. 107 

Es mogen y^\ y]' 1 ? . . ., y } ein Fundamentalsystem von Inte- 
gralen von P(y r ) = bilclen; bezeiclmen u l7 u 2; .... u w irgend ^ 
? .Fvonsta:uten", so ist ; wenn die D iff erenzenglei cluing $0/J = mit 
der Difiereuzengleichung P(y^ = 7,11 derselben Art gehort und der 
t'bergang yon den Integraleii von (!'} zu denen von (2) durch die 
Eelation (3) vermittelt wird, 



i 
stets ein. Integral von Q(y^) = 0, und ferner sind in der Form 

n n 

" 



V u. ?/;') alle Integrale von Q(y^) = enthalten; denn 
ist das allgememe Integral der Gleichung PQ/J = 0. Da 



ist, so folgt, da6 tinter den n Fnnktionen 



die Elemente eines Fundamentalsystems von Integraleii der Gleichung 
Q(ll x ] == enthalten sein miissen. 

1st (3(?/ r ) = eine lineare lioniogene Dirlerenzengieichung von 
der Ordoiing m = n V, so kann die Gleichung Q(ij r ) = nur m 
linear unabhiingige Integrale besitzen. Mithin 111116 ein System von 

n-v ,,Konstanten" L 7 \\~ ^-^^ v \ derart existieren. daB die v v(jn 
/; i:l \ I = 1, 2, . . . y n] 

eiiiander unabliano'i^eii Relationen: 



den Funktionen A(y^ ] ) . -4(//^ 2; ), . . . ; ^-(^/^) bestehen. Das 
soebon hergelcitete Gleiclmngssystcra sagt aus ; dafi die v Funktionen 



v unabhangige Integrale der h'nearen homogenen Dilierenzengleicliung 
y j (jj ] = sind. Die beiden liuearen liomogenen Dirierenzengieichungen 
'P(y c ] == und A(y^) = haben daher v linear unabhangige Integrale 
o-emeinsam. 



4 Kap. Grappentlieorie I. Teil. Transformation. 



Angenomnien, ^.V^ wobei 



Z = 1 



stanten" bedeuten. sei ein (r - l) Te? gemeiusanies partikulares Integral 
cler beiden Gleichtmgen P()/ :r ) = und A(y x ) = 0, und dieses In togral 
sei keine lineare liomogene Kombination mit konstanten Koef'fizienten 
der schon gefundenen gemeinsamen Integrate; so folgt aus 



ebie (v~ l) te von den schon vorhandenen ?/ Relationen unabhangige 
Relation 



zwischen den Fnnktionen -4(?/^ ; ) ; -4. (?/^j ; . . . ; A(y]' l) ^ . Da die 
Gleichung Q(y^) = von der Ordnung ^ v 1st, so komien zwischen 
den n Funktionen A(y^) y A(y^ J ), . . ., A(y^' J \, die untor nidi die 
Eleniente eines Fundamentalsystems von Integral en von Q(y ^) ~ - ^ 
enthalten. nnr v nnabliangige Relationen bestelien; daLer ist nnsorci 
Ann ah me falscli. ilithin haben die beiden linearen lionaogeiuvn Did'o.- 
renzengleicliungen Q(iJ^} = und A(j/ f ) --= geiiau v linc-cir unal)- 
hangige Integrate gemeinsam. Hierans folgt die Existenz (incr lincanMi 
homogenen Diiferenzengleichiuog -//('?/,.) == von der Ordnuug -T mit, 
rationalen Koeffizienten, welclie die den beiden linearen homogenpn 
Diflerenzengleichnngen P('?/ c ) = und y]fy/j = genieinsjunen v linii- 
aren unabhangigen Integrale znm Fumlamentiilsystem besit/J VVir 
ge^vinnen also den Satz: 

Geliort eine I'marc honwfjc-.Hc l)(fj\'rmztn(jkielnui() (n -- j')-' r Onlmuttf 
vtd cuter linearen liomonencn, Dlffc-renzoi-fjlr.icIui-Hfi n fl ' J Q-rdwuiui r.'u der- 
sdlen Art, so e-.cisi.iert elite lineare liowofjeHC, Difi'drnizenf/lctrliiiriff )><"' 
Ordtniny mit redionalen Koeffizienlm. derm sanitl'telic ./^Y^/m/r der 
Differenzenfjleicltiiny n'"' Ordmui'j (/ennyen. 

Der Artbegriff wird vertiei't und vereiniaclifc durch. deu Ucgrill 
des kleinsten Yielfacben (2. Kap. ; VI) in Verbindung mit doin nun 
mehr einzufiihrendeu Begriff des ..wvcrxcn 'Differed zwan xdr neL-<>s^ r_ Ks 
seieii P(J/ X ) and E(ij x ) zwei bomogene lintare Dift'erenzenausdriiclvc von 
cler Ordnung p b/.\v. r obne gemeinsamen Teller, sodaB die itrsultante A 
der beiden bomogenen linearen Diiferenzeiigleicbungej) JL> =~ (ind 
.. IV u. VI i von XuLL verscbi(Mlen ist, Wir bos 



1; GnUlery, 10. (vgl. Hc(fto\ Jonrn. ffir 'AlatJi. 110, K51 if.). 



III. Lincare hoinogene Differenzengleichungen derselLeii Art. IQ9 

nun einen homogenen linearen Differenzenausdruck P_ x YOU der Ord- 
nung r 1 durcli die Gleiclmng: 

(4) J J _iJ > (2/J = ?/,+ 2 7 -rc(3/J, 

worin T ein liomogener linearer Differenzenausdruck von der Ordnung' 
j) 1 ist; fur die Koeffizienten von P_ 1 und T erlia.lt man durcli 
eine ganz analoge Rechnung wie ini 2. Kap., VI ein nicht homogenes 
lineares Gleichungssystem, dessen Determinante gerade A ist. 1st 
nun y^ L} eine Losung von R 7 so folgt aus (4): 



wir nennen daher P_ 1 &>?, ^^ P m fta^^ a-it/* c/e^ Modul II inverse 
Diffcrens-vnausdruck. Fur das kleinste Yielfaclie F der beideii Aus- 
driicke P und E gilt nach dem 2. Kap., VI die Gleiclmng: 



(6) F=S.Z J 

worin 5' und (> honiogene lineare Differenzenausclriicke von der Ordnung 
r bzw. j? sind; aus dieser Gleichung folgt: 



worin y^ eine Losung von S = bedeutet. 1st p <Lr 1, so gehort 
daher die Gleichung 6' == mit 11 == 7Ai derselbeii Art. Ferner folgt 
aus (5) und (7) sofort: 



die Gleichungen E = und 5 sind also gegenseitig von derselben 
Art. Ist umgekehrt .S = .mit E = von derselben Art, so folgt 
aus (7) ; daB SP durch P teilbar sein mu3: SP= QE. 

Man erhdlt also samtlichc G-leichunycn 5 = 0. die mit E = ,sw/ 
derselbcu Art yehdren, indem man das Ideniste yemeinsame Vi elf ache 
von E und dem allycmei listen homoyenen Uneaten Differ cnzenansdruck 
(r 1)' <J/ ' Ordnuny P lildet. Besitzt P mit P einen genieinsainen 
Teller von der Ordnung v, so wird S von der Ordnung r v und 
umgekehrt (vgl. 2. Kap., VI), was mit dem obigen Satze iibereinstimnit. 

IV. Assoziierte Diiferenzengleiclmngeu. 1 ) 

Die Theoric der Transformation einer linearen homogenen Ditfe- 
renzengleichung fuhrte uns durch eine spezielle Transformation zur 
Betrachtung der linearen homogenen Differenzengieichungen derselben 
Art. AuBer diesen gibt es noch eine interessaute Klasse von linearen 



1) Guldberrf, 4, 11. 



V; ^10 0-012 en Differejizengleicnuiigen, die durcL. eine and ere einfaclio 
Transformation liervorgehen. 

Es sei o-oo-eben die iincare hornogene Differenzengleicliuug: 



v/o die ^7 r rationale Funktioneri dor x sind. Es sei y^\ ... ; y/]." ; ein 
System yon Fundamentallosungen. Wir betrachten die Determtnante 
dieser Losungen: 



Diese Deteruiinante geniigt nach frdlierem der linearen homogenen 
Differenzengleicliung erster Ordnung: 



Wir werden mm untersuclien, welcher Grleichung die ans denselbon 
m Zeilen von A entnommeneu. Suhdeterminaiiten gonfigen. 

Wir denken tins die samtlichen 8ubd( i terniinaiiten w 1( ' r Ordnuno* 
dieser Deteruiinante gebildet ; wo in<^n: die Anza.lil diesor Sub- 
determinanten ist iieieh 



Diejenigen dieser Subdeterminnaten ? die a.us den lOleiiK'iilon d<\s 

Systems 

(i) (-j) 



gebildet sind, wollen wir durcli 



bezeiclmen nnd insbesondere 

nelimen. Ferner bezeiclmen wir jene Determirmriten, dio aus y/' ' da 
dnrch. entstehen ; daB man die y^' : y^, . .. ; y ( '" ] und d^rcii suk/(ssiv k 



IV. Assoziicrte Differenzecgleichungcn. Ill 

Werte durch die sukzessiven Werte gieich holier Ordnung irgend einer 
anderen Kombination von m verschiedenen Losuugen ;// ( ; y^ ; 7 . . ., y ( - 
ersetzt, mit 

u'*~j u'" v '\ . . ., u 1 ^ j 
sodaB also die 

is. f ~t o o \ 

11 ^ ^, ^ = 1, 2, o, . . ., vj 

jene v 2 Subdeterminanten m tcr Ordnung darstellen. Diejenigen Deter- 
nrinanten, welch e aus 



hervorgeken, wenn wir in denselben an die Stelle von y^ J , y ( ^\ ..., y^ 
irgend ein System von m linear imabhangigen Losungen y" f ' . y^ 1 . . . ., f/.y 
cler Gleiehung (1) setzcn, mogen endlich bezeiclmet werden durch 



Bilden wir die sukzessiven Werte von u" ij und schaifen die eventuell 
auitretenden sukzessiven Werte hoherer als (11 l) ter Ordnung der 
y ( c '\ v7 ( y' ; . . . ; y^ n) mit Hilfe der Differenzengieickung (1) fort, so ist 
off en "bar: 

:'z'l il (1) , i2 (ril , , ' i' ()') 

;.;.! = g?i ., - ^ w; ' r 9i " B 

und ebenso allgemein 

(2-) <" = -I /f w _ .J M P) + . . . + 9 ,:" ( " ) ? 

v - i'-f-/. / /. ./; ' /. .r ' ' ' /- .<" " 

w r o die (jpj' k rationale Funktionen bedeuten. die sicli aus den Koefii- 
zieuten von (1) und deren sukzessiven Werten durch rationale 
Operationen zusammeusetzen lassen. 

Die GJeickungen (2) bleiben. wie aus ikrer Bildungsweise sofort 
zu iibersehen ist, besteheu, wenn man in denselben die u^' 7 iC~ j 7 . . ., u'^ 
durch irgend eines der Systeme 

l/j 27. vk ,-, -, --> \ 

U , U ..... U (A- = 1. ^. . . .. V) 

.r. ? .<; ^ .t . ) j J 

ersetzt. 

Nehmen wir die Gleichungen (2) fiir A = 1, 2. . . ., 7/ ; und denken 
wir uns aus den so entstehenden v Gleichungen die v 1 GroBen 
n.y^ /=j='/ ? eliniiniert, so ergibt sicli eine Gleiehung von der Form: 

der die Funktionen ^^ , u\~, . . ., -u" Geniige leisten und deren Koeffi- 
zienten rationale Funktionen von x sincl. 



j19 4. ap. Gruppentbeorie 1. Teil. Transformation. 

Wenn P (r) von STuR verschieden ist, so ist also die Differenzeri- 
ffleicliung (3) auch wirklich von der Ordnung v. Wenn wir fur *=-..- 1 
den Index 1 in der Gleichung (3) weglassen, so geniigt also ^ lj ftir 
jede Wahl der ]jf\ yf\ . . ., y^ der Differenzengleichung: 



(4) 

die demnach aucli clurch u^, u^ y . . ., w^ v befriedigt wird. Da 

' ' "'^ "" 



Yoraussetzung P^ = lop ; lx ; ( ' 7 ' "' ^ ) von ^Tu-R verschieden 

7 '- \-/i == a, o, . . , v J 

ist, so kann man aus den Gleiehungen (2) fur i= 1, A == 1 ; 2, . . ., i/~l 
die i' 1 GroBen u^\ . . .. -w . berechnen und erhalt 



worin die % rationale Fnnktionen von x sind; die Differenzenglei- 
clrangen ( o) fur i = 2, 3, . . ., v gehoren dalier mit der Diiferenzen 
gleicliung (4) zu derselben Art. 

Die Differeuzengleichung i/ 0r Ordnung (4) ; P (r) 4=0, nennen wir, 
analog wie in der Tlieorie der linearen Differentialgleichungen, dio 
(n M) ie der geyebenen Differenzengleichung (2) assoziiertc DilienMiwui- 
gleichung. You besonderem Interesse isfc die erste Assoziierte, wdchc, 
^ie man sofort sieht, in engem Zusammenhange mit der adjuno'icr(;cn 
Differenzengleichung (vgl. 3. Kap., IV) stelit. Durch die 
Analogie zwischen der einer linearen homogenen Differen 
zugeordneten assoziierten DiflPerentialgleichung uncl der einer i 

tomogenenDifferenzengleichungassoziiertenDifferenzengloichung I,-ISNIM 

sick die meisten formalen Satze fiber assoziierte Dillere 
ohne weiteres auf assoziierte Differenzengleicliungen i 

1. Beispiel. Es sei gegeben die lineare horaogonc 
gleichung dritter Ordnuug: 



Es sei yx } >y* } ,y^ ein System von Fundamentallosimo-on. Wir 

setzen 



-' 

V* V' 




^ ^ Die erste assoziierte Differenzengleichung, die von der 

1 . 2 = 3 ist ; lautet: 



IV. Assoziierte Diiferenzengleichungen. 
Ein Svsteni von Fundamentallosuno-en isfc 



Ferner ist 

(i) 



2. A.ufgabe. Ein System von Fundamentallosungen der 2 ten , 
3 ten ; . .., (n 2) tcn assoziierten Differenzengleiclmngen befriedigi nicht 
lineare homogene algebraische Gleichuiigen. Man bestimme diese 
horaoojenen Kelationen filr die zweite assoziierte Differenzenoieichuusr 

o ~ ~ 

einer linearen hornogenen Differenzengleichung vierter Ordniuig. (\ r gL 
Schlesingcr, Hand buck II, S. 138 it'.). 

A.ufT6sung. Die sechs Determinanten 



bilden ein System von Fundamentallosungen der assoziierten Gleichung. 
Die esuclite Beziehun ist: 



3. Aufyalje Ubertragung der Untersuchungen liber assoziierte 
Diiferentialgleichungen (Sch-lesinyer, Bandbucli II, S. 151 ff.) auf Difle- 
renzenoieichuno-en. 



Wa.lle n b c r cr: Lineare 



Ftmftes Kapitel. 

BediiziMlitat 

I. Begriff der Kednzibilitiit einer lincaren liomogenen 
Difterenzengleiclumg. 1 ) 

Es sei gegeben die lineare homogene Differenzengleichung r/ ler Ord- 
nung : 

(1) P(yJ == y x ^ n ~rr^!/ :v _,^ 1 + '- +P^y x - 0. 

AVenn man iiber die Xatur der Koeffizienten p :c keine besonderen 
Voraussetzungen macht ? kami man jede Losung y^ } der linearen 
liomogenen Differenzengleichung (1) als Losung der Difr'erenzen- 
gleichung erster Ordnung: 




auffassen und dementsprecliend (vgl. 3. Kap., Ill) die linke Seite P(^/J 
von (1) axis n linearen Differenzenausdrucken erster Ordnnng /Aisamnien- 
setzen. 

Fiir das analytisclie Studiimi der Funktionen, die darcb die Dill'e- 
ren/.engieicliiing (1) definiert werclen, ist aber eine sol die Zerlegung 
in lineare Dilierenzenausdriicke erster Ordnung nur von geringer Be- 
deutung, wie auch die entsprechenden Zerlegungen bei algcbraisdien 
Gleichungen and linearen Difjerentinlgleiehungen gezeigt haben. 

Es erweist sicli dalier notwendig, den Begrill' der I\eduzil.)ilitat 
in die Theorie der linearen hoinogenen Dilferenzengleidningcn ein- 
zufiihreri. Es ist znerst n6tig ; eine bnsondere Voraussetzung fiber 
die Xatur der Koeffizienten p]' } der gegebenen G!eiebung (1) zu 
rnaclien. Wir setzen voraus ? da6 sie ratio'intle Funktionen voii x sind. 

Die Gleicliung (1) heiBt dann irredazibd, wenn sie :niit I'diier 
linearen hoinogeuen DitferenzeiigLdcliung niedrigerer Orcbmng, deren 
Koeffizienten ebenfalls rationale Funktionen -von :/; sind ; eine Losung 

1) Pinchcrle (u. Amald-^, !), Kap. X; Guldberg, lb (19. Old. 1903;. 



I Begriff tier Redu/ibilitut einer line are u bomo-enen Differeiizengleichung. H5 

emeinsam hat; iiu eiitgegeiigesetzte.il Falle heifit die Diiferenzen- 
leichimg (I) redusibd. 

Eine homoge:n.e lineare Differenzengieichung erster Ordnung mit 
itionalen Koeffizienten wird stets als irreduzibel angesehen, da eine 
ornogene lineare Differ en zengleichung mi liter Ordnung nur die triviale 
'osung y v = besitzt. 

Der so gefaBte Begriff der Irrcduzibilitat 1st naturlieh ein rela- 
ver, inclem er wesentlich von clcii liber die Xatur der Koeflizienten 
er Differenzengleichung get TO [fen en Annalimen abhangio; 1st. Man 
igt im allgemeinen, dafi die Koeffizienten einer Jinearen homogenen 
'iffeivnzengieicliung eineni bestimmten liatioriaHUit*l>('rci(-lie f'2J) an- 
ehoren, wenn sie einem System von Funlctionen der unabhangigen 
ariablen x angehoren yon der Beschafienheit, dafi Summe, Differejiz, 
rodukt und Quotient je xweier ihm angehorigen Funktionen sowie 
er sukzessive VVert f(x -f 1) jeder ihni angehorigen Funktion f(x) 
leiehfalls in dem System yorkoramt. 

Eine lineare liomogene Differenzengleichung mit Koeffizienten 
.is 2," heifit in bezug anf den Rationalitatsbereich JT irreduzibel, wena 
e mit keiner linearen liomo;enen Dirferenzeni>ieichuno- niedrioferer 

O < - <^-. O 

rdnung. die ebenfails nur Koei'fizienfcen aus Jl" besitzt, eine Losnng 
^raeinsajii hat: anderenfalls lieififc sie in dem Rationalitatsbereich 21 
xlnzibd. 

Eineu Rationalitatsbereich 2.' bilden z. B. alle rational en Zahlen 
'ler alle reellen. Zahlen oder die Gesamtheit aller r;itionalei] Funk- 
oner] der Variable!! ,-/;. 

Wir bescliranken uns in den folgenden Untersuchungen also auf 
3n R ationalitiltsbereich aller i*ationalen Funktionen yon x. 

Wir stellen ruin eine Anzahl yon Satzon auf ; die den en fiir die 
gebraischen Gleiclmngen und die linearen. homogeneu Dirl'erential- 
leichnngen analog sind. 

Angenornrueri; die lineare liomogene Differenzcngleichung P(y r ) = 
ji. reduzibcl ; und die Differcnzengleichuug uiedrigerer (m ier ) Ordnung 



orin die (f^ ] rationale Funktionen yon x sind, mit der sie eine 
osung gemeinsam hat, sei irreduzibel. Xach clem 2. Kap., IV konnen 
ir 'P\y t ) in der Form schreibcn 



o S(y c ] eiuen Dilteren/enausdruck becleutet, der von niedrigerer Ord- 
ang ist als Q(y.^), der durch die gemeinsamen Losungen yon P(//J ---=-- 
id Q(!/j = annulliert wird und dessen Koeffizienten rationale 
unktionen yon x sind. Da Q(lJ^) = als irredu.zi.ble Difl'erenzen- 



-M 5. Kiip. Eeduzibiiitcit. 

o-leiVnuua niit keiner Difterenzerigleichung ,S'( : //J = niedri^rer Ord- 
miii? uiul mit rationalen Koeffizienten eine Losung gemeiiismu JiJibeJJ 

b;nn so niuB S'i'VJ identiscli ver sen win den, d. h. es ist: 



foliiiick wircl P(y^) = Q clurch sumtlidie Losnngen von (> ( // r ) --=-- ( > 

befri&digfc. 

'MToM fl/S6> 6 J 26' Jiomoycne linear e Differenzcnyleiclnwg -mil ratiowtlni, 
Koefftsientcr/. -m-it drier irrcduziblwi Di/fcrenzenylet'cJuuty mH ralinimlt'ii 
'Koeffizienten cine Low ing gemeinsani litd. so ivird sic ciurcli (Me Ijoxuinjcn, 
der irreduzille>i IHf'ferenzenyleiclmng befriediyt. 

Sind nun 

^(y) = o, (?(2/.j = o 

zwei lineare lioniogerie Diiferenzengieieliinigeu, beziehungsweise v/ ttir 
mid m ter Ordnung (rn^ri) mit rationalen Koeffizienten, so li?iben \vir 0*0- 
seben, daB man die Frage, ob sie und welclie Integrale sie gcineinsani 
haben, durcli ein Verfabren beantworten kann, welches (UMnjcni^cn 
zur Aufsuchung des gruCten genieinsamen Tellers zwcier ganz^n Zuiileii 
oder zweier ganzen Fnnktionen vollig analog ist (vgl. 2. Kdp., IV). 
Es sei m > n, dann konnen wir die Kette vo\\ Identitafon bild<Mi: 



(a 



i - 1 - l t-\-\ -i i ' i -f 1 ; 



wo alle P, und P, rationale Koeffizienten kaben, und, wonn ;/ 7 . <li( 
Ordnung von P /; ist, 

ist; diese Ungleichungen liaben zur Folge, dafi man endlk-li zu ciiKMn 
verscli-wincleuden n k gelangen muB ? niiinlicli sj)at(ist(Mis ffir / >// | 1 
Es sei n iJrl das erste verscbwindende n n so ish J\ , { cni,\v(j(lcr von 
der Form r(x)y x , wo /(./;) eine rationale Funktion ? von :r isi.. ; <M!<M 
P,,.! ist identisck gleich XuU. Im ersten Fall Iialmn die DiiVcrcn/cn 
gleichungen 7 > - 0, Q = nur die trivialc Losing // ^,^*\n. 
1st aber r(x) ~ 0, so sincl alle LitearaJe YOJJ 7 > - aucli hrtccrrulc' 
von P und Q = 0. " ' ^ 

Hieraus folgt: 

komogt-ne LifJ'ermsmgl.r.idtnnfj rcdu::U>d /, s / , sv > 



dercn samtlic/te Integrale der voryeleytm (jenugui 

v * st die Gleic] ^g ^, = wieder reduzibel, so ii,f,rt 

Verfabren eine Differenzengleichung von niedrigerer O 



I. Be griff der Reduzibilitilt einer linearen homogenen DillVTeiizimgleioliung. ] 1.7 

saintliche Integrate der Gleiclmng J\ = und folglich der G leu-bung 
p = geniigen: fabrt man so fort, so niuB man endlich zu einer 
irrednziblen Differenzengieiclmng $1 ^ ^ kormnoMi, die alle ihre Jntr- 
grale mit P = gemeinsam liat. 

Wey/n also tine Uwfarv /toniof/er/r J)i/f'cr<')U'en(j/('ir/t<(.)if/ P=() -rcdn^iM. 
ist, so gib I- cs Ms cine oder mvhrerc irrcduzibl*' JJi/fvreHZCHy/uu'/niiifjf'ji, 
die Hire samtliclicn Lotnnyen mit P = (/tmcin-sani- /tabm. 

Wenu die Ditferenzeiigieicbung J } = durch ;ille Iiitegrule dor 
irreduzibelu Gleicliung ^ befriedigb wird, so ist 



wo RI ein Differenzenansdruck mit vationalen Koefliziciitoji in .'/; isl.- 
ist die Grleiclumg Il = wieder redazibcl, und bedeutet Q. t ----- o.ino 
irreduzible Gleichung ; deren Integndc 7f L /u Xull. nuicli<!ii ? so isfc 



wo J-/ 2 ein Differenzenaiisdruck in.it rationaJen Koeriizieiiten isi; ; sol l 
.R 2 = abermals redazibel sein, so hiittc ma.ii so 1'ortzuialircii.: schlic 
lich erh'alt man fiir die linke Seite der Gleichun / > - dio .lj\)nn: 



wo die sarntlicheii Diiferenzengleichnngen Q^ = irreduzibel sind und 
die Sunnne der Orcbmngszahlen der Dilb'renzeiiaiisdriioko ^, . . . ^ 
gleicb der Ordnungszahl von P ist. 

Eine solche Zerlegung eines lineaivn .bomogoiKMi I JiHoronzoii 
ausdruckcs P in irreduzible Faktomi ist aber durcliaus nic.lii, ciu- 
(leutig bestimmt (vgl. Xr. II d. Kap.). Dies zeigt das (olgcjide, 

Baispiel: JEs SGL 

P(y ^) ^ x\x ~ \.]y r + c , 2 #(.'/; 2) i] c u] -- (,-/; -|- 2) (.7: -|- \}y -- O 
n nd 

^' r/ ' " ^- r " ri ^ " : ; ^' ' v r/! " ./'-)- 1 '' : ' . /:-;-! '^" 

Wir haben dann: 



Die Bedeatung des Begrilfes der Im-duzibilitiit in d(jr 'Flioorio 
der linearen lioinogenen. Differenxengleiohungcji lit>o-t dari.n, daft redu- 
zible lineare boinogeue Difterenzengleicbnngen ge\visse Lfisuiio-eu iuiben 
die einfacber sind als die allgvineine Losung. Da innn duivJi dn> 
Kenntiiis eiuer Anzabl. TOR partikularen Losuugen das ProbJoin dcr 
Integration rereinfachon kann, so ist es klar, d;Ji cs von VViclitio-kt.ii, 
ist, festzustellen. ob eine Differenzengleicbiung reduzibel ist ; und \vo.nn 



* L> 5. Kap. Reduzibiliti.it. 

(his der Fall jst, diejenigen Losungen abzusondern, welche den Dilfe- 
n-ii^^h'iclnmgen medrigerer Ordnung geniigen. 

1 ' lc . Jt u ^' l K 'J xu en -tsclieiden ; \vann eine vorgelegte lineare homo- 
gene Hiireren/enghMcrmiig redunbel 1st, lafit sich auf die Frage redu- 
zjeren, wann enie Jineave liomogene Differenzeno-leicbur^ eine solclie 

O C " O 

LHsuiiK , hcsitxfc, daB '''''/ + J e ine rationale Funktion von x ist. 

r 

. Es sei niiinlich .P (2,^)^0 eine lioniogene lineare Differenzen- 
o'icicliung .;/ tl<r Ordnung m it rationalen Koeffizienten, die mit der 
irmluzihlon honioo'eiu^! li nea ren Differenzengleichung m ter Ordnung 
,.)-:(> die I.usuiigen 2/j x) ; . . . ; y gemeinsam hat. 
VVir })cirachion die Determinante: 



. 

)ir < c >iioiii'iiieii ^^ iTilissen rationale Funktionen von x sein, da sie 



^>( ; //J=-0 sincl; ferner ist A { 0) =//( I/" ;(#), 
wo ->(./) cine rat it male L^unktion YOU ,-r ist; von derselben Form sincl 

A W 
da.nn ;m<-h die A , soda.fi -~~~ rational isi 

A ; 

Nun uisseii \\ ir a.iiclererseits ans der Tlieorie der assoziierten 
(ilciriiiinu'eii, dai.) <li<sc J.)etermi).ianten Ldsungen von linearen li 011.10- 
U'rix-ii ni!l'tT<-n/.'n'j,-ici(-Ini n o;eii mit rationaleu Koeffizienten sind. Eine 
dic^-t'!' a.-'so/ii v r{rn (? {<M( 4 li.i i tis^en besitzt dahcr eine solehe Losimg u t . } 

dalj ratiunai i.->i. Ist dieses fiir slimtliche a.ssoziiorte Gleichunm;ji 

/{ ^ 

i;-< i j)!-!i!'t uj.rdri!, ,-o lui.t. jrijni mit den gefundenen Losrmgen die mog- 
!!(!!'!! \\Vr(,> {'fir A ' uiu.l A' vv bestimmt und folglich auch ihr<3 

Man haf <la,nn die A 1 ;/' und A^ } so zn kombmioren, daB 

A ' 
u b'ii ' rjitiorial sind. Fiir iede so gebildeto liiicaro 

A."' 

uj-'!i> I )ill'rcn/'iiL;-l.]cliung m lci ' Ordnnng inuB untersucht \verdcn, 
hi-i- ali^'jiM-iin' LOMUIO' der GLeicliung J>(-y^ = () geniigt. 
i. A<(/'</<i>n . \\'ic hiTitet die allgemeine Form einer linearen 
oMvnni { >ill<v<^i/j-n;^oicliung zweiter Ordnnng ; vvenn sie rcdu- 



II. Die Zerlegung liom.ogen.er linearor Differenzenausclriicke. ll9 

Auflosung: 



wo Ii x erne rationale Funktion YOU x ist. 

Ein System von Fundainentallosungen ist: 



worn 



'.-(-'>-n 

Tieispiel. Die Gleichung: 

^,.-2*i% T .,+--- + -%-0 

^.T-h- tT _|_l'^-l .7; ': 

x ' 2 
ist reduzibel (vgl. das vorhergehencle Beispiel). Hier ist /).,, = ~' r _i_f 

und Ji x == l ^ - Die beiden Fundamentallosungen sind y] = ^; 



2. .6a^. Jede liueare homogene Differeiizeiigleicliung, die viel- 
fache Lo'siingen besitzt, ist reduzibel. (Guldberg, 3.: vgi. 3. Kap. ; II..) 

o. .v/^?. Geliort eine lineare liomogene Diifereiizengleichung 
\u T) ICI ' Ordnnng niit ciner lincaren homogenen DifrerenzengleicJuing 
n ier Ordnung za derselben Art,, so ist die letztore reduzibel. (Gntd- 
Icry, 8. ; vgl. 4. Kap., III ; ScliluB.) 

4. Sa^'. Wenii eine lineare liomogene Ditlereuzengleichung n 101 ' Ord- 
nung irreduzibel ist, so sind saintliche linoaren homogeiien Ditrerenzen- 
gieiclnmgen. derselben Art irreduzibel. (Gtddbary, 10.) 

f). Sate. Wcnn eine lineare liomogene Dill'ei:enzeng!eicluLng n l(lr (.)rd- 
ntnig reduzibel ist, so sind si'untlicbe .lineare]! hornogejicn Ditl'erenzen- 
gleicliungen derselbon Art reduzibel oder von niedj-igeror als n t(l1 Ord- 
nung. ((hddhc.ry, 10.) 



II. Die Zerleguiig hoiuogcner linesircr Difl'ereuzentuisdriicko 
in irreducible Faktoren. l ) 

Ist 

P' /n , (// Pi ' 

= ^ J y*+ n ~ ^ ' 2 

eine lineare liomogene Diii'erenzengleicliung ?/- ror Ordnung niit rationalen 
Koefftzieuten, so kann man den liaearen liomogenen Dillerenzenaus- 

1) Guldhcrfjj 0: vgl. die analogen L'ntersuchQiigen fiber homogcnene lineare 
LiH'erentiifiglcichungen von A. Loeivy, Math. Ann. 50. 565 1f. 
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druck P in irreduzible Faktoren zerlegen: 



sodaB die Smnme der Ordnungen dieser Faktoren gleich der Ordnung 
von P wird; ^ = 0, ^^ = 0. . . ., Q. 2 0, # t = shid irreduzible 
homogene lineare Differenzengieichungen nut rationalen Koeffizienten. 
Eine soloke Zerlegung eines linearen homogenen Differenzcnausdruckes 
P in irreduzible Faktoren 1st, wie wir sahen, durchaus nicht eindeutig 
bestimmt. Es gilt nnn der Batz: 

Auf 'Welclie Art and Weiw aucli iminer cin Unca-rcr liomoyener 
Diffemisenausdrudt in irreduzilh Faldorcn z'erlcf/t -wlrd. so Jiann man 
die FaktoTcn ciner jcden Zerlcfjioui cinander eincindcutif) so ziwrdncn, 
daft immcr die Leiden durclt- y-attsctzen der zitf/eordncten Faldoren ent- 
stehc-nden irreduzMen Imearen Jiomocjei/en T)iffrrcM^H(/lcichiin(/m gecjen- 
seitig von dcrselben Art sine/. 

Wir wollen also den folgendeii Satz beweisen: 

1st neben 

a) P-&&-J... fttfi 

auch 

(2) P^K^^.-.JLK, 

eine zvreite Zerlegung von P in irreduzible Faktoren ; so kann man 
einer jeden der Imearen liomogenen irreduzible n Difterenzengleichun^en 
Q = () (G = 1 ; 2 ; . . . ; s.}, die bei der Zerlegung (1) resultieren, eine 
gewisse lineare homogene irreduzible Diiferenzengieichung J\ i = so 
zuordnen. daB bei dieser Zuorclnnng cin jeder Faktor von (2} nur einmal 
verwandt wird, nierdurch alle Faktoren K in K n _ [7 . . . ; 7^ (nur 
eventuell nicht in dieser Reihenfolge) ersehopft werden and die bei den 
zugeordneten Differenzengleichungen innner gegenseitig von derselben 
Art sind. 

Flir lineare homogene Differenzcnausdriicke P erster Ordnung ist 
unser Satz oft'enbar richti^; denn in dieseni Falle ist P irreduzibel. 
Wir konnen daher das Theorem ftir alle Ditforenzenausdriicke P von 
niedrigerer als y^'"' 1 Ordnung als bevviesen bctrachten und brauchen es 
nur fur soldi e -??, u ' r Ordnung zu beweisen. 

Bei in Beweise sind zwei Falle y.u untorseheitlen. jenachdeni die 
beiclen irrednziblen homogenen linearen Diflerenzcngleichungen (^ = 
und K^ = ein Integral ocler kein Integral geineinsam haben. 

1. Haben Q { = und A\ = cin Integral gemeinsam ; so ha.ben 
sie inlblge ihrer Irreduzibilitat alle Inteo-rale gemeinsam: sie sind 
daher gegenseitig VGJI derselben Art. J.n dieseni Falle konnen sich 
Ji^ und (^ nur urn einen bio 6 von der Variablen x abhliiigigen Faktor, 
der eine rationale Funktion ist ; unterscheiden. Es wird also: 



II. Die Zerlegung homogener linearer Dilferenzenuusdruckc. 
a) 1st f(x) = 1; so vrird K = Q^: hieraus folgt ; daft 



wird. Man hat hiermit die Zerlegung eines liiiearen homogenen Diffe- 
reuzeriausdruckes von niedrigerer ais n n>i Ordnung in irreducible Fak- 
toren auf zwei Arten gewonnen. Fur einen Diiferenzenmisdruck 
niedrigerer als >^ tc ' r Ordnung ist der Satz als bevrieseii zu betrachten. 
Beachtet man, daB K { = und Q L = gewiB von derseiben Art 
sind denn K^ ist bier gleich Q ; so ist in dem betracliteten 
Falle unser Theorem fur die Zerlegungen (1) und (2) bewiesen. 
b) 1st f(x) von der Einbeit verschieden, so ergibt sich: 

(3) P = K u . . . K.KJ^ - 7^ K*K*fQi 

Man filhre die clurcli das Synibo] K. 2 ausgedruckte Operation aus und 
ordne nach sukzessiven Werten von Q^\ auf diese Weise erbalt man: 

(4) K,fQ^EQ l7 also K,(fy^ = J%,.)- 

Betrachtet man dalier die beiclen linearen homogenen DifFerenzen- 
gleichungen 1C, = und It == ; so findet man durch Multiplikation 
der Elemente eines Fundamentalsystems vcm Integralen von II = 
in it f(x) die Elemente eines Fundamentalsystems von Integralen von 
/> = 0. Hieraus folgt, daB 7i" 2 =-- uucl ~ll = gegeusoitig von der- 
seJben Art sincl 1 ); mitlrfii ist auch R == wie /u = irroclu/ibc^L 
Die Grlcicliungen (3) und f-i) Jiefern iirfolge der Irreduzibilitat vou 
R = f'rir P die Zerlegimg: 

(o) -/' = -&;, . . -K,RQ, 

in irreducible Faktoreu. Aus (5) uucl (1) folgt: 



Wir ha,ben jetzt einen linearen hoiriogenen Differenxenausdrnck von 
niedrigerer als ;r ( ' r Ordnung in irreduzible J^aktoren zerlegt. Hieraus 
folgt:" 

Mail kann die Gleichimen 



den Gleichimgen. 

TV,, = ; K l{ _ , = 0, . . . , 7T 3 = 0, /? = 
in einer gewissen Reibenfolge (die anders als die hingeschriebeuo 

1) Sie sind sogar nhnlich. 



sein kann) so eindeutig zuordnen, daJB zwei zugeordnete Differenzen- 
tfleieirjngen hnmer TOIL derselben Art sind. Moge der Diffcrenzon- 
o-leichung 7/ = etwa die Gneicbuug #,, = zugeordnet sein^ so 
werden, da 7^ = und 7C = gegenseitig yon derseibeji Art sind, 
auch # = und 1C = gegenseitig von derselben Art sein ruiissen. 
/ij = Gunnel Qi = sind,. da sie alle Integrale gerneinsitni haben, YOU 
derselben Art. Hiermit 1st miser Satz im Falle b) fur die Ijeiden 
Zerlegungen (1) und (2) bewiesen. 

2. Haben die beiden homogenen linearen Dirferenzengleicbiingeu 
7C = und Q = kein Integral gemeinsam ; so gibt es eino linen re 
homogene Differenzengleichung ^7=0 init rationaleu Koefir/ien.tou, 
deren Ordnung gleich der Summe der Ordnungen von K { --= und 
^ = ist und welche durch alle Integrale von K l = und Q^ --- 
erfiillt wird. Der lineare booaogene Differenzenausdruck ?7, das kleinsto 
gemeinsame Vielfache 1 ) von K { und Q }7 ist bis auf einen nur vo.n x 
abhiingigen Faktor vollig bestiranit und sowohl durch K L als auch 
durch Q 1 teilbar. Mithin ergibt sich: 



Bezeichnet man mit y'f\ ?/^ ; . . . ., y^ J die Elemente eines Funda- 
mentalsystemes von Integralen von ^ = 0, mit #'/', '"', . . ., .cT; 
jenigen von 7^ = 0, so hat die DifferenzengleicJiung (I 
Funktionen y^\ y^ ! , ... } y]' } : ,^; 1; ; ;Z'^~\ ..., s'^' zu einein IOind;i,inci 
system von Integralen. Betraclitet man die lineare hoinogciio I) 
renzengleichung A = ; so bilden die Fanktionen 

ft^ ), Qi(z), ; %(^ ;) ) 

ein Fimdamentalsystem von Integralen von A = (). l^olglieli ist . 1 
mit 7^ = von derselben Art: da aber die beiden Difreroiizen^bMchun 
offenbar clieselbe Ordnung haben, so sind J = und A", -----() gci 
seitig von derselben Art. Inf'olge der Irreduzil)ilitat von A'j - O i 
niithin A = auch irreduzibel sein. 

Betrachtet man ferner die lineare bomogene 
J5=0, so bilden fur die.se die Funktionen 7^ (/y; 1: ) , A'j (>j { ~ : \ , . . . ; I\ } ( '//' ' : \ 
ein Fundamentalsystem von Integralen. Foigiicli ist />---() mit <J 
von derselben Art: denn /; 1; , 2/f, . . ., ;?y;. /; sind die K!I.<'inon{.o cincs 
Fundamentalsystems von ^ = 0. Die beiden 

1} Vgl. ;?. 7i'^y , YI. 



II. Die Zerlegung homo^ener linearer Dii'terenzenausdrucke 

_J? = mid Q 1 = haben dieselbe Ordnung: dalier sind sie gegen- 
seitig von derselben Art. Infolge der Irreduzibilitat von Q l = muB 
folglicli auch B = irrecluzibel sein. 

Da P (lurch J^ inul $1 teilbar ist, so muB P auch durch ihr 
Heinstes gemeinsames \ r i elf aches U teilbar sein. Es wird dalier: 

P= FT. 

Zerlegt man V in irreduzible Faktoren: 

F=i,.X,._ l ...L 1 , 

und beachtet daB 



zwei Zerlegungen von TJ in irreduzible Faktoren sind, so lindet man 
fiir P die beiden weiteren. Zerlegungeu: 

(6) F = L,L v _ l ...L 1 AQ 1 , 

(T) P^LJ^^^.L^K, 

in irreduzible Faktoren. 

Ordnet man den bei der Zerlegung (6) entstehenden Differenzen- 
gleichungen: 

(8) L r = 0, /,,._, = 0, . . ., L, = 0, A = 0, (>! = 

die bei der Zerlegung (1 } entstelienden Difierenzeugieichungen in der 
fol genden Reiheniblge : 

(9j /,,. = 0, /,,_!= 0, . . ., L t = 0, K, = 0, .B = 

r /u ; so sind mim.ur zwei zugeordnete Differ enzengleiclu.nio-en. gegenseitig* 
von dorse! ben Art. Da die Zerlegmigen (1) und ((>) beide mit (^ 
scJilieBeti ; so folgt aus a) 7 daB man den Gleiclmngcn (Sj die bei der 
Zuiieuiino; (1) sich ergebenden Gleichungen in einer gewisseji Iteilien- 
folge derart einemdeutig zuordneu kann ; daB zwei zugeordnete Glei- 
diungeu inimer von derselben Art sind. Hierdnrch wii'd a her auch eiiie 
eineindeutige ZuordniiLig z\vischen den GJeicliungen (9; und den bei 
der Zerlegung (1.) resultierenden Gleicliungen in einer ge \vissen Ixeihen- 
fob/e verinittelt derart. daB zwei zuo'eordnete (jleicliiiiio-eii inimer von 

o / ~ ~ 

derselben Art sind. Beachtet man nodi. daB die Zerlegungen (:?) 
und (7) beide mit K { sclilte6en ; so wird es mcigiich, die Gleicliungen (0) 
durch die bei der Zerlegung (2) gewonnenen DilferenzengJeichungeii 
zu ersetzen. Hierclurch bat man schlieBlich die verlangte Zuordnung 
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zwisehen den aus (1) uucl (2) resultierenden Gleichungen. Diese Zu- 
ordnuug 1st eineindeutig. uad zvvei zugeordnete Differenzengleicliungen 
sind iuimer von derselben Art. 



III. Yollstaiulige reduzible hoiuogene liueare Differenzen- 

gleidiimgeii. 1 ) 

Wir ha ben gcsehen: wenn eine lineare homogene Differenzen- 
gleichung vorgelegt ist ; so kann es eine einzige, oder eine endliche 
Anzahl, oder unendlicli viele verschiedene homogene lineare Differenzen- 
gleichungen geben ; clurcTi deren Losungen die vorgelegte Differenzen- 
gleicliiing 1 erfuilt wird. Wir werdeii jetzt einen neuen Begriff ein- 
fuliren ; namlich den der yollstandig reduziblen linearen homogenen. 
Differenzengleicliung. Dieser ist insoferu. fur unsere Theorie von Be- 
deutung, als zu jeder homogeueii linearen Differenzengleicliung eine 
emdeutig bestimmte groBte vollstandig reduzible lineare homogene 
Diti'erenzenoieiclnmo; o-ehort uud diese letztere iiber alle irreduziblen 

cj O ~ 

homogenen linearen Differenzengieichungen. deren Losungen der yor- 
gelegten linearen homogenen Diiferenzengleichung geniigen, Ans- 
kunft erteilt. 

Wir definieren: Eine lineare homogene Differenzengleicliung 
V(yj^) = mit rationalen Koeflizienten heiBt vollstandig reduzibel, 
weim man yon einancler verschiedene irreduzible lineare homogene 
Differenzengieichungen J L (y^ = 0, JoQyJ = ? ..., -^(//J = mit 
rationalen Koeffi/ienten derart finclen kann ; daB die Ordnang der yor- 
gelegten linearen homogenen Differenzengleic.huiip; V(y. c ] = gieich 
der Summe der Ordnungen von ^(y^) = 0, J^(ij x ] = ; ... ; -/ 7 0/ r ) = 
ist mid F(2/ r )==0 unter alien linearen homogenen Differenzengleicliungen 
diejenige niedrisjster Ordnung ist ? welche durcli die .Integral e aller 
Differe.nzenoie.ichungen -/ 1 (^ 7 .) = 0, -/oO/r) "^ ^? ; r ^/(2/r) ~ ^ gleich- 
zeitig ej'i'fillt \vird. Von der vollstiiudig reduziblen linearen homogenen 
Differcn/.engleichuiig \'(y J = sagt man auch: sie ist das kleinste 
gemeiiisame Viellache der irreduziblen linearen homogenen Differed xeu- 
leichunen 



Eine yollstandig reduzible lineare homogene Difforenzengleichung 
kann auch. anf folgencle Weise, die mit der obigen gieiclnvertig ist, 
charakterisiert werclen: far sic existicrt wenigsteiis ehi FundamentaJ- 
systein von Losungen derart, daB jecles Element dieses Fundamental- 
systems auch Losuno- einer irreduziblen linearen homogenen Differenzen- 



1} GMlery, 
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gleicliung mit rationalen Ko efficient en wircl, was im allgemeincn durch- 
aus nicht cler Fall zu sein braucht. x ) 

Ein spezieller Fall cler Yollstandig reduziblen linearen homogenen 
Differenzengleichung 1st die irreduzible lineare homogene Differenzen- 
gleichung. 

Xicht jeclo lineare homogene Differenzengleichung 



mit rationalen Koefnzienten 1st Yollstandig reduzibel. Infolgedessen 
empfiehlt es sich, den Begriff der grofiten vollstandig reduziblen linearen 
homogenen Differenzengleichung, die zu einer gegebenen homogenen 
linearen Differenzengleichung Q(y^) = mit rationalen Koeffizienten 
gehort ; einzufiihren: 

1st V(y^) = eine vollstandig reduzible lineare homogene Diffe- 
renzengleichung mit rationalen Koefnzienten, deren sarntliche Losungen 
cler Yorgelegten linearen homogenen Differenzengleichung geniigen, und 
existiert keine irreduzible lineare homogene Diiferenzengiei chung mit 
rationalen Koeffizienten ; deren Losungen der Differenzengieicbung 
Q(y.^) = 0, aber nicht V(y^) = genugen ; so sagen wir: V(y x ) = 
ist eine r/rofite Yollstandig reduzible lineare homogene Differenzen- 
gleichung, die zu Q(y x ) = gehort. 

Die bier gegebenen Definitionen sind ganz analog den von Loetry 
(Math. Ann. C2 ; 89 117) fiir lineare homogene Differentialgieichungen 
gegebenen. Die Satze ; die sich aus diesen Definitionen beiieitea 
lassen., sind daher den fiir die linearen Differentialgieichungen be- 
stehenden Satzen analog und lassen sich obne Schwierigkeit be \veisen. 
\\'ir geben clesbalb iiur die Hauptsatze ohne Beweis und verweisen 
auf die oben zitierte Abhandlung von Loewv. 

Sate I: Zu jedcr Ji.omocjenen linearen Differenzmyleicltuny mit 
rationalen Koeffizienten gibt es cine einzige woldbestimmte zugeliorige 
yroftte vollstandig reduzille homogene lineage Differenzengleicliuny mit 
rationales Koeffizienten. 

Sate II: Eine vollstandig reduzible homogene lineare Dif/'cren^cn- 
gleichuny ist ent/rcder nur auf eine einzige Art oder auf unendlich vide 
Arten Ideinttes gemelnsames Vielfachc irreduziller liomogener Unearer 
])ijferenzmgleichungen. ~Notwendig und liinreichend, damit eine homogcne 
lineare Differenzenyleiclmng mit imendlicli vielen irreduz'Men Itomogeum 
linear en Differenzengleiehimgen Integrate gemeinsam liak, ist. dap) dies 
far die m ihr gehorige groftte vollstandig reducible homogene lineare 
I) iffcrenzengleiclbung zutrlfit. 

1} Es ist dies ein oliarakteristischer Unterschiecl gegeniiber den algeuraischcn 
Gleichungen. bei denen jede Wurzel einer irreduktiblen Gleichiuig geniigt 
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Ilieraus ergeben slcli nocli folgende Satze: 

Sate III 1 -): Gilt cs filr eine reducible homof/env line are fiiffereuzen- 
(/leie/auig eine einzige oder eine endliche Anzanl verscJtiedencr irredm/Uer 
iinnicHjcner linear er Differenzenglelelmngcn, durch deren Integrate die ror- 
(jdec/f-c Gleidtuny lefriedujt ivird, so ist die tiiennne der Qrdumujen 
dieter irreduziltlen TJlfferensengleielmncjen h-tets lilewer oder liijdixlcnx 
gleich. der Ordnuny der vorgelegten Gleieliung. 

Satz ./F 1 ): Damit eine Itomogene linear e Differenzengleiclnuig ndl 
uwendlirJt. vielen irreduz'iblen liomogenen linear en Difjercnzentj 
Integrals gemeinsam hale, ist notivendig mid hinreichcncl, daft 
zwei derselben gegenseitig von derselben Art sind. 



1) Guldbenj, 9. (rgl. Loewy, Math. Ann. 56, 4). 



Sechstes Kapitel. 

Gruppentheorie 2, Tell. Die Eationalitatsgruppe, 

I. Die RationalitSitsgruppe einer liomogenen linearen 
Diff'erenzengleielmng. x ) 

Es sei gegeben die homogene liueare Differenzengleichung in it 
rationalen Koeffizienten: 

(P) P(y }~y + p^y -| f- p (r * <?/ - 0. 

\ / Vc/.tv JX-TU ' *- -c Jx-rn 1 ' ^ .' ^ .'' 

Wir bezeiclinen. mit y^ } , . . ., ?/y' ; eiii System von Fundamentallosuugen. 
Wir setzen: 



wo die a x willkiirliclie rationale Funktioiieii von x sincl. Die Funktion 
V r befriecligt eiuc lineare homog-ene Difiereiizeugleichnng von der 
Ordiiung n* mit rationale.!! Koeffizienten: Um diese Gleieliimg zu 
fiiiclen ; bilclen. wir die sukzessiven Werte: 

' x ; * x - 1 > ' ' * ; ^ re -i- w" * 

ausgedriickt durch y\ J 7 y]~ J , . . . ; y'"''' und ihre sukzessiveii Werte bis 

' 



die Gleicliung (P) wegscliaffen. Eliniiniert man zwisclien diesen 
n ~ + 1 Gleicliungen die ?/^ ; und ihre sukzessiven Werte , so erhalt 
man die esuclite Glei cluin: 



die P^ v sind rationale Funktion en von .7:. 
Diese Gleichuno- hat die ri 2 Losuno-en 



a?y> (i,lc= I, >,...,). 

Sind die a (i ' willkiirlicli o-ewahlt, so sind die ri 2 Losnno-en linear un- 

|; O / O 

1) G-uldberg, 2, 7^, 11. 
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abluingig: denn iin entgegengesetzten. Fall konnte man eine Diiferenzen- 
gleichiiiig biideu , der die a^ } geniigen, namlich I)(a y^ ] \ = ; wo 
1) die ; ,Detenninante" der n~ Funktionen a'f } y'f' 1 (i ; /: = l ? 2, . . . ; n) ist. 

Dieses yorausgesetzt, lassen die y^ J sich rational durch V. E 
seine sukzessiveii Werte ausdriicken: 

y ^' = a Y J_ u^ Y J_ . . . J_ a y 



wo die a,j - . .; A rationale Funktionen. yon. x sind. 

Aus den Gleichungen (a) folgt, dafi jeder Losung der linearen 
homogeiien Differenzengleichung (A) ein System von n Losungen der 
linearen liomogenen Differenzengleichung (P) entspricht, 

Dieses System muB aber nicht notwendig ein. Fundarnentalsystem 
sein. Die Bedingung dafiir, daB zwischeu. den darcb die Gleichungen (a) 
definierten^Losungen der Gleichung (P) eine homogene liiieare Relation 
init ,,konstanten a ' Koeffizienten stattfindet ; ist das Verschwinden der 
Determinante: 



Das gibt, wenu man die y*( ; , durch die Gleichungen (a) beistimint, 
eine algebraische Differenzengleichun fiir V: 



deren Ordnung m hochstens gieich n~ 1 ist und deren Koeffizienten 
rationale Funktionen von x sind. 

De.njenigeii Losungen der Gleichung (A), die nicht auch die 
Gieich Qiig (rjr?) befriedigen, eutspricht dann vermoge der Gleichungen (a) 
ein FundamentaLsystem von Losungen der Gleichung (P). 

1st die gegebene lineare homogene Differenzengieichuni>- (P) gauz 
willkiiiiich gewahlt, so wird iin allgemeineu die Gleichung (A) keine 
Losung ; die der Gleichung (<p) nicht geniigt, init einer andereii Diffe- 
renzengleichuno' niedrigerer Ordjiuug init rationalen Koeffizienten o-e- 
meinsam haben. 

Dagegen kaun es bei spezieller Wall] der Funktionen y\', . .., y (> '' 
vorkomme]], daB die Losungen der Gleichung (A) ; die der Differenzen- 
gieiehung (<p) nicht genugen^ doch eine aJgebraische Ditferenzengiei- 
chuiig von niedrigerer als der u- t:jn Ordnung befriedigen. 

Moge 
V) ^ /X^^:^. rl; ..,^^)^() ; 

wo /' eine ganze rationale Funktion ihrer Argumente bedeutet, die 



I. Die Rationalitiltsgruppe einer homogcnen lincaren DifrciT'nxf.'n^Ioii^hung. > W} 

algebraische Differeiizengleichung niedrifjstcr Ordnung (/)} budeuteiu 
welclie eine gemeinsame Losung mit (A) hat, die mVlit glciehzeitig 
der Gleichung (<jc) genligt: die Gleichimg (f) soi in bezng nuf V f{) 
in algebraischem Sinne irreduzibel. 

Es ist zunachst Mar, daB jcde Losung von (f), die nicjii dcr 
Gleicnung (9?) geniigt, die Gleichung (A) befriodigen nnili Donn ;ius 
den. Gleichungen (f) und (A) konnen wir eine none Jh'ilerenzengJeir.himg 
& == bilden, die liociistens von. der Ordnung p 1 ist, und der di< 
gemeinsame Losung der Gleieliungen (A.) und (f) genfigt: VVir l)ra,ueJHMi 
dabei iiur rnittels der Gleichung (f) und dc.r (hi,rn.ns ahgdeitrten 
Gleieliungen 

(f ; .) f(x + l J V x ^,V^ r ,^...,V^_ l _^^(} (I 1 ; ^...,^ p] 

die sukzessiven Werte V.. c _ pJ V T ._ p _._ ., ? . . . ; / 7 r ,..,/ ans <ler (^(M^-hung ( A ) 
zu eliminieren. Die Gleichung ?/> = =0 muB ab( v r (^im i Idodll^U sein. 
denn soust ware /'= niclit, nach der Voraussetzung, die, l)i(]'cr(Mi/( k n- 
gleichuug niedrigstcr Ordnnng, die mit (A) eine gemeinsjinir L/isiiiig 
hat; d. li. jede Losung von (f) ist eine Losung von (A). 

Es sei nun. Fj ' 'eine partikulare Losung der .Dill'cnMizengleiflinng (f) 7 
und es moge derselben gema-B den Gleichungen (;i) da.s Svsiin von 
Fundamentallosuiigen. v/j 1} ; . . ., y ( "> der GleicJiung (P) nntspn^licn. Se-i 

ferner V x eine beliebige andere Losung von ([') mid -'", ^ H} ( l ;is 

entsprechende Fundarnentalsvstem von r'P). .Djuin is I; 






(S) 



^ 
worin die ($ lt w Kojast;uitcn" sijid. 

Wir woUen die Gesamtheit dor lineiiroii TraiiHluniiJii.ian.'ii (S) (.- 
trachten, die auf diese Weise clem fjl.m-tfuijr von ,.;(! p.-u-Uknliir,.,! 
LSsung F; 1 -' der Gleichung (f) za alien iibri^n LOHIIM^-H <,(l( !r . w:w 
auf dasselbe hiiiauskommt, clem Ubergan^ /.u <l.-i- all^.mrincn Los,,,,.,- 
von (f) entsprechen. 

Die allgemeine Losimg von (f) ist <u,,<- Losiu.^ ,!, linrsm-M 
homogenen Differenzengleiclnmg (A).' Weim wit- : ,.ls, 'dun-h 



von (1) m der Form 



'-) 

illlKMl. SO 



-H 

darsteEbar, wo die C. Jvonstanteu" sintl. 

Wallenljerg: L.neare Di,Torcn/cu] C ic],u,, 
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Bilden wir die sukzessiven Werte von F r und setzen dies 
driicke m die Gleiohung (f) ein ; so fblgt aus dem Umstande, 
clie aligeuieine Losnng von (f) ist, daB zwischen den n~ ;? Konstan 
erae gewisse Anzalil algebraischer Beziekungen bestehen mu 
wir aber p willkurliclie ^Konstanteir' haben, so werden die C 
braisclie Fimktionen von p wiJlkiiiiiehen ,,Konstanten" sein. 

Folglich sind auch iu den Substitutionen (8) die ; ,Kons" 
Pi*- algebraische Funktionen von p willkurlichen Paranietern /:. 

Die so erhaltenen algebraischen Relationen zwischen d 
driicken aus ; daB, wenn die y'^ einer willkurlichen Losimg ^ 
entsprechen, die durcli die Substitution (S) abgeleiteten g^ 1 
anderen Losung von (f) entsprechen. 

Unter diesen Umstandeii ist es klar, daB, wenn man zwei 
Substitutionen (S) betrachtet, die zwei verschiedenen. System 
Parameter /L entsprechen, das ,,Produkt" zweier soldier Substiti 
wieder eine Substitution derselben Form ist. wo die Parameter / 
ein drittes Wertsysteni bestimmt sind. Man sagt dann: 

Die Sulst'itiitionen (S) liidcn eine Iwntimiierliclie Transfonr 



Wir bezeichiien diese Ihiearo honiogene Transformations 
mit G und nennen sie die Rationalitatsgruppe der gegebenen li 
homogenen Difierenzengleiclmng (P). 

Es gilt nun der Satz: 

Jede rationale DifferenzanfinMio-n- der Elrnierde [y r ] ernes J 
mentalsydcms der Differenzewfkichw'Uf (P), die (jleicli einer rat 
Tunldion von x ist, WeiU als Jfimktion von x unyeandcrf . 
man fiuf die p//J eine Transformation der Gntppe G anivende\ 
umyekelttt: jede rationale Differfioz'enfiof'/dwn der [i/ x \, die a!s F-t 
von x bel der Transformation vuu G anr/edndert lieibL ist eine re 
]f unld ion ton x. 

Es sei '.H\y~\ eine rationale Difierenzenfunktion voji der ^ 
gesetzten Beschali'enheit. Ersetzt man die y^\ . . . ; >j][ >: un< 

1) Es sei erne Schar von r\^ r r rr;uislbrnrtitioncn vor^olegt 



wo clie /', regnliire analytisclio Kunkfionon ihror Ar<iiimcnt(i und dio a IVOT 
sind. Lst die Aut'einanderfol^c ir^oud '/wt'-ior r .ri"U!srormatioricn dicscr Sch 
einer einzigen Transformation der Scliar iiquiviilont, so deiinit-ron die Gleichu: 
eine r-glicdrige kontinuicrliclic r riar)sf'onricaiionsgrupp(^ 

Die Theorie der kontinuierlichc'.n 'I'Tausibrniaiions^ruppcn n'ihrt von 
Lie her. Eine eingcliende Darstitllun^ di(\scr '.rheorio (indct man bci S. . 
F. Ecgel: Theorie der Transibrmationsgruppen, Leipzig 1^S8. Man vj. 
L Scblesinger: Handbuch cl. Tbeorit: der Lincarcn DiHbren/.engleicJiungon 
S. Iff. 






^ durch eine beliebio- 
-sagt aber nichts anderes^aJ 
-ajdart bleib, wenn ' 

^) der Gruppe ff ausilbt 






Werte von 






" 6 



, un . 






hat diese 



erscbedene Wurzeln F 



O.Kap. Grupp 
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Gleic-lm^en ff, und (f ; ) (A = M ; . . , ^ ^ l'" !lil " '""," 

.. , /%- -7- V willltilrl'ick vv'iiiilen, (hum SMIS u/ 

z'.iuaciist. r , r , . . . ; r <_ p i /r . , 

. ""i r '- x - .. . vVprfp von F , ierner aus (!,) irun'm:- 

irtvenileineii der zugehongen - weite vuii ^ :c ,. ;>? , . ^ 

" ." , i i .P. "' X'\r^>.fo vn-n V , nsf. sc nJicLV K'l) :nis i! ! 

eirieuaer dazu o'eiiongen a Weite -\0ai f ^4.^^-1 > : . ! 

ir-end einen der zugeliori-en ^ Werte von .. ifir a 1, aiesc U rn 



s^teme niiumt ^ denselben Wert an. D,i aber ^ < 
\Verte I' F K nur in (ler (. a ] T" ! 

so 1st da^wegen^erjdgebrlTschen Irreduzibiiitiit der 
nur moglich, wenu F die GroBen V x , F,., 1; . . ., J 
nicht mekr enthalt. Es ist also F und claher auch /'' 
Fiinktion von r/;. Q. e. d. 



II. A. Eeduzibilitiit de 
B. Die KationalitJitsgnippe von 

derselbeu Art. 

A. Ist die gegebene lineare hornogene 
rationalen Koeffizienten: 



reduzibel, so existiert nach dem 5. Kap. eijio linear^ lionio^vur I>iH',. 
renzenoieichnno* niedri^erer Ordnun^ mit rationale!! Ko(iniy.irniMi, -t\\a 

o o o <--' 

die folgende: 

(a) E(y ) = ?/ + r (0 v , + ..... r ^ ( " V ( j , 

V / Vt/.f/ I/.-T;_J_ I I ' ;V ^aJ-f-V 1 /''/ 7 

deren samtliche Losungen aucli Losnngen der ^(^('Ixjiirn <{t'i<'hurr-' 
P(y^ = sind. 



ein Fundamentalsystem von Losungen der (jdeieJnni^ i a i, .>o nmL> 
die Rationalitatsgruppc G der gegebonen Glcicliun^ die Ilncarr 



. . 

in sich selbst transform iert werden: demi existici-jr cim' r !Van, f .riiia! i. 
von G, die erne Losung y x von (a) in einc L-HsiniLi' n t . lih'-i-i'uhiM 
die niclit zu (b) gehort. so mtiBte die Gloiriimiir ? ;i j d,,. j, n i 

Seite J?i^ r ) der Gleichung bat ja einen rjitionalcn \\Vri i n;iitiij<-h Xuil 
bleibt also invariant bei dieser Transformation dinvh n L.-iVirdi 
werden. was unmoglich ist ; d. h. die HationalilfU^jrH^' (i /W ' ,//. ,-/., / 



i;, 1st ^irgendeine Gmppe lincarer ]].oinoo-(ui(^r SiihstitiitK.n.-ii n- < \ .j 

nnd kanu man die?e Gruppc durch EiniYihruno- von ncum \ :1 ,-in iV,-,,' ',' '',' 
lineare homogene Kombinationen der alten Va.rJa,])h>n mn. k, J n-.t:intM, K^,.*' , , i 
sind, so transformieren, dafi sich nach der Tnm storm aim,, i.<-i' ;,'ii ( .n '-'un' 5 ', ,, .','.' 
aer transiormierten Gruppe <v der ncuen Variablen, \vu\, { >] - t , . - \ , t ,/ /,/.'. 
nntereinauder substituicren, so heifit die Gruppc (i rc.dir/il.r! ' ' ' 



II. A. Eeduzibilitiit der liationalitlit-sgruppc 1 . 

1st inngekebrt die Rationalitiitsgruppe der gegeLoneu (.ileie 
reduzibel, also etwa von der fo'lgenden Form: 



so sind die Koeffizienten der lineareri lioniogenen JJ>iI>er< i n:/,< 4 ngSririimi<j 
r tcr () rc | nul! o' you weloher ^/ (1) , ?/ (1>) , ...,?/ ( ^' / ein ]Am(Ia.m<M>l;i!sv,strn: 

o " i/.;; " / ( ; 7 y './; 

von Losnno-en. bilden, invariant bei (r 1 ) und haben folglich ciiicii rsii-io- 
nuleii Wert: fe (/ef/elenc GleiclmiKj isl also reduzibel. 

Aus cliesen Beinerl<ungen folgt: A'Venn'; die Uationn I il-lits^riippc 
einer lineareii liomogenen Differenzeno-leichung JP(y M ) - ^ von dci 
Ordnung n rednzibol ist nnd daher in die Form 



gebracbt werdeji .kann ; wobei G- n einen Jnlx-igriil* von M:i(n/.'s mil 
v Zeilen und v Kolonnen, G. 2l einen .Inbe^-rill"' von lVI;il.ri/rs vn 
u v Zeilen und v Kolonnen, 6r.,., einen Libe^rill' von Mal.ri/rs mil 
n v Zeilen und n v Kolonnen, n^nv^-O, bechuii^d-. so gil(, 
es stets cine lineare boniogene Differen/cngleic-liung //(//,.) <) von 
der Ordnnug v in it rationalen Koeffixiejiten, deren sJiniM icii< x Ini-r^r.-ilc 
der Gleielurng P(;(/ r ) ~= geniigen und welche ^? y 1L a,ls Ik ( ;ii,ioiia.I](.;il.s 
irruppe bat. 

B. Wir wenden mis jctzt xur Bexiclmno- 7A\ r isctli(iJi <lcm Arthr^ril]' 
und der Ixationaiitatsgriip[)e einer liomogeiK-n liiu^ircn I >i (Vrn'ii/.rii 
gleic]in.ng. 

Es seien gegeben die beidcn lioinogenen linojiron I >i IVcrcn/.cii- 
leichungen 



1) Vgl. 4. Jvap , I. 
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i:J: :-::tioi:r.ieu Koefnzicntcn ; und es bestehe die Beziehung 

>-*) ,, .-=-.= /!^/ ^^ 



v/o ui.-> ^ rationale Fuuktionen cler # sind. 

Die 'Gleichuno- (2') ist also mit (I) von derselben Art. 1st 
/,/--r, so existiert eine lineare homogene DitterenzenglcicJiuno; 
2.>'" r Ordiiimcr mit rationaien Koeffizienten 7,!(?/J = 0, deren aii 
L. : ;sungeu der Gleichuug (1) geniigen (vgl. 4. Ivap., III). 

\Vir setzon ( betreffs cler Bezeichnungen vgl. 4. Kap., 11.1): 



U2id fern or: 



1= 1 

/ = 7 ; 4-1, 7> + 2, . . ., n\ 



hierbei bedeutet l kl ( u _ 7/ \ } ' 7 '~ r "' ' ' "' ) ein System von n.(n v) will - 

kiirliclioii ; ,Konstanten u ; die nur der Bedingung nnter\vori'eii sind ; d;iB 
die Determinante 1 LI (7i, I = 1 ; 2, . . .. n) von Null vc-rsrliirdcn isf., 
damit die n Funktionen t^ } , ^ ; . . . ; /| ein FundMirniutalsystnn) von 
Losungen der Differenzengleicliung P(// r ) == bilden; die rrsl.rn 
v Funktionen ^ } 7 t"' 1 , ..., i'^' J sind die Elemente eiin\s l^undamrntal- 
systems von Integraleu der Differenzenglei cluing AY//,.) 0. 

Bilclea wir unter Zugriinclelegung des Fiin(lani(mt;i,lsvstcins \on 
Losungen ^. l! ; ^ J; ; . . ., ^ /0 die Rationalitlits<>Tup])(' (} der 1 )ii]^)-enzrn- 
gieichuug PQ/J = ; so ersclieint diesol.be in der Form: 



hierbei bedeutet G n die Rationalitatsgrupj.e von /,Yy/ j 0. \V 
beweisen, daB ff 2 , die Rationalitatsgruppe der Dilloniuxitnn-h.ir.hun 
0(?/ r ) = isfc, die mit P( y J^O zu dersclbeji Art <>hnrl. "{);, 



ist, so folgt, daB die n v Funkti 



tonen 



die Elemente eines Fundamentalsystems von Int.gralen vnn ^/ ) 
bilden. Eine Substitution ,9 der Kationalitatsgrnppe von I>(y f} U win , 



II. B. Die Rational itlitsgruppe von Ciiferenzengleichungen deraeiben Art. 135 

wegen der bescmderen Form der Gruppe G die Elemente t^\ t^\ ..., t^ 
des F undamentalsy stems von P(y^\ = uberftihren in 



Macht man. da von Gebraucli, daB 

A(t?)=A(t?]=... = A(tf)=0 
ist ; so gelien durch die Substitution S die ^ i/ Funktionen 

A(t^ ir ), A(^-^}, ..., A(t 
iiber in: 



Bezcichnen wir die soeben hingeschriebene Substitution zwischen den 
Elementer]: 



eines Funclaineiitalsvstems A r on Losungen der linearon bomogenen 
Uiiferenzengleicbung Q(y r ] = mit X. 2 . 2 , so ergibt sich infolge der 
besonderen Form der Gruppe G, dn.JB die Gesamtbeit der Transfor- 
mationen 5 ;>2; welcbe alien Trail sformationen S der Rationalitats- 
gruppo G von P(yj ^ ^ outsprechen ; ebenfaUs eine Grupjie bildet: 
dies ist die Gruppe G 22 . 

Betrachtet man irend eine rationale Difierenzenfunktion von 



welch e emeu rationaleii Wert hat, so bleibt cliese ? als Funktion 
von t'^'j L^'. . . .j t^ } aufgefaBtj bei einer jeclen Transformation S der 
Rationalitatsgruppe G von P(y^) = ihrem Wert nach ungeandert; 



136 



Kap. Gruppentbcorie 2. Toil. Die Rationalit 



eiiier Substitution ,S fiir die ^ Funktionen t;^, iy, ... ; ^." ; entspricht 
aber die Substitution & 2 f(lr die n ~~ v Fmk ^ onm 



daher bleibt eine jede rationale Differenzenfunktio.il von 



welclie einen rationalen Wert hat, bei alien Substitationen der Grnppe 
Cr.,.-> ibrem Wert nach ungeandert. 

Wir konnen aber auch umgekebrt zeigeii: 

Bleibt eine rationale Differenzenfunktion von A (^!' rlj ) , - . -, -/ (/].'") 
bei alien Substitutionen der Gruppe G- 2 . 2 ibrem Werte nach uugrihHli^rl;. 
so ist sie eine rationale Fnnktion von x. Bleibt niimlicb die Kunk 
tioB. aufgefafit als Funktion von A^l^" rlj j. . . ., yl(/;" ; ) ; hci den S(i!>- 
stitutionen &>.-> von 6r 2 o ibrem Wert nacb ungeiinderi- ; so l^leibt, si<^ 
als Funktion von tf U) , ^j" } ? . . ., / (/0 bei alien Substitiitionen ,S' von <"/- 

ihrem Wert nach unsreandert. Da aber 6r die Ivationaliliits'nMinnc d(r 
~ -~ i i 

linearen homogeneu Differenzengleiclmng P(y K ] =-= 1'iir das Kundn- 
nientalsystem ^ 1; , ^; 2) , .... /;" ; ist ; so ist die betri<-lit(f,.i'. l^utildion 
eine rationale Funktion von x. Folglich ist dio (j!nip])( (/.,., di^ 
Eationalitatsgruppe der Gleichuug (>(// t .) = 0. Wir liaben n-lsIT den 
folgenden Satz: 

Gcliort die Unbare liomogene D'iff'creH-zc 
der Ordniuuj m =n~v mit der li'iiearen itomoficim.n. 
P ( !/x) = ( ) von <kr Ordnung n zii dersdhcn Jr/, 
HationaUtcitsgruppe G von P(y x ) = In die. l^orni: 




Irmgen; Inerlei ist 6? u ^/^ Rational! I atst/ruppc cha-r lui t ,,tin<ni 
Ihff'erenzcmjlealmnc! E(y^ = Q von der *'" Ontwwf/, <l<>mt * 
IntegraU der Ghidiunfj P(y x ] ^ c/cnnnnt ; <}^ 2 ;,/. f /j ( , llnin 
yruppe drtr Diffc-fcnzeny'leicliimf/ Q(y^} ----- 0. 

Fiir v == hat man den Satz": " 

Zivel lineare ho-mot/cne D^crr^^ilcldmm } m dn^lhnt O 
die von dersdbcn Art smd, lialcn <Txdl<>. llalhnaWfU*<jn<w<'. 

III. Rednktiou der Hationalitatsgruppe: f)io 

Ihfterenzeugleicliniis zweiter Ord. 

^ Die Tragweite der G? /, 5 chen TLcorio der al^bnu.oln-n (^.i 
cnnngen liegr bekanntlieh darin ; dafi die Aufiosung Vin.r K ^ m 



III. Reduktion der Katioiialitatsgruppc. 

Gleichung wesentlich von der Struktur ihrer Galniszdwn Gruppe nl>- 
liangt. In ahnlicher Weise bestiinrat i'iir eine lineare homogene 
Differentialgleichuug oder Differenzengleidiung die ihr zugehorige 
Rationalitatsgruppe in gewissem Sinne das bei denseiben jin/Anvendciido 
Losungsverfahren. 

In der Galoissdieu Theorie der algebraischen Gleichungon llilJt 
sich indessen die Gcdoixsche Resolvente und dabei die Gruppe der 
gegebenen Gleichung direkt bestiminen. In der Theorie der i\ati<>~ 
nalitatsgruppe einer Iinearen homogenen DifferenzeugleirJiung liegfc 
die Sache etwas anders. 

Man kann hier niclit direkt die Rational itiltsgrrippo einor ge- 
gebenen Differenzeiigleichnng bestiminen. Man muB hicr mit (.loin 
Problem anfangen, silmtliche Iinearen honnogene.n (^ruppon in n 
Variabeln zu bestiminen. und sodanu untersuchcn, ob cine, bcsi.imnilo 
Gruppe die Ration alitatsgruppe der gegebenon Gloicxhnng ist, 

Die Losuug eiuer vorgelegten Iinearen homogenen Didrrc.ir/i'n- 
gieichung ist nun als vollzogen anxusehen, weun derjcjnigc Kationalitiitis- 
bereich bekannt ist, fur welchen die Jiationalitatygruppe <lcr gegebcnen 
Ditferenzengleichung nur die identische Transformation rntliiilt- d( i nn 
clanu sind die Elemente eines Pundamentals^ystems f/^' } ..., //;." s(^Ibs{ ) 
rational bekannt. Es wircl also darauf ankommen ; clou K.alionalitiits 
bereich so zu erweitern, d. h. neue Funktioncn zu adjungiomi, <I;i.l3 
sich die Rationalitatsgruppe der J.)iiTereir/engleichung rodu/.ii^i't. 

Als ein Bei spiel des hicr anu'edeuteten Losiifigsv(!r(';ilireiis cinor 
Iinearen homogenen Different engleichung werden \vir dio liin^nrc homo- 
gene Differenzengleichiuig zweiter Ordnnng behaji(hdn und vervvcisrn 
iin iibrigen auf die Abhandlung von Gtildba-f/, 7 h ; sowiii ;ui(' dio rnt, 
sprechenden Untersuohungen von Picard 1 ) und Vrss/o/~} fihrr DiiVc- 
rentialgleiclmngen, cleren eingehende JJarsteJLung ina,n in dcni ,Jland- 
buch*' von Scl'desinyer, Bd. II, findet. 

Die folgcn.de Tabelle stelit die lineare honiogeno (;nip|)o in x\voi 
Yeranclerlichen und ihre samtlichen Untcrgruppen dar: 



wo ^/i l: 2 L = 1 ist; 




1) Traite d'Analyse, III, 531 (Paris 189<.; N .. 

'!} Annalcs de 1'Ec, Normale (3) J) (1S92 : , 197 ft'. 



3. Tvap. G-ruppeutlieorie 2. Teil. Die Rationalitatsgruppe. 




Betracliten wir die allgemeine lineare liomogene Differenzen- 
gleicliung zweiter Orclnung 

(A) 2/^-2 ~^r?/^i~ 2^^ = ; 

so entsprieht ihr die allgemeine lineare Gruppe (1)-, die Gleichung (A) 
ist dann irreduzibel (vgl. NT. II, Al Drei Hilfsgleicliungen spielen eine 
wichtige Rolle in der Theorie der linearen homogenen Differenzen- 
gleieliungen zweiter Ordnung. Es sincl diejenigen ; welche die In- 
yarianten der Grruppeii (2), (3) uud (7) definieren. 

Die Gruppe (2) diese Gruppe ist die groBte invariants Unter- 
gruppe der Gruppe (1); sie ist auBerdem einfach 1 ) hat die Invariante 



diese genii gt der Differenzeugleichun 
(a) A^-^ 

Die Gruppe (3) hat die Invariante 



sie o'eniigt der Differenzengleichujig: 

(b) ^^-,i-rA-^.r 

Die Gruppe (7) hat die Invariante 



'tx 

II 

sie geniigt der Differenze.ngleicL.ung: 

fa: + -2 '*!.*+ l) ( r te- T ' 
^ (V.-2~ 7 ;,:) ^,--l~^. 



1) 1st T Symbol eincr "beliebigen Transformation der -r-gliedrigen Gruppe 6 1 , 
nnd ist S eine beliebi^e Transformation einer [rntcrgruppe von 6r, so heiJBt 
cliese UntergTiippe in G- invariant, \venn .stets luich die Transformation T~*ST 
der betrcifenclen Untcrgruppe angehurt Eine Gruppo, die koine invariante 
Untergruppc besitzt, heiftt eiufacli. 

2) Ygl. Xr. IV j A d. Kap. 



III. Reduktion der Rational! tlitsgruppe. 



\ 



Sincl nun die DilTerenzengleicliungen (a) und (b) geiost, GO 
.auch die gegebene Gleicliung (A) geiost. Denn es seicn u^ n] : , H, 
drei Losungen der Gleichung (b); es gi.bt dann drei Losungen d( 
Gleichung (A) yf } , y'f'', y^ )J r!J^ ; derart, da3 



und auBerdeni 

ist: denn die beiden ersten Eornieln definieren yf und y^ J run: bi 
auf einen ?; konstanten" Faktor. Wir erlialten dann: 




und daher : 



Das Wurzelzeiclien kommt daher, claB die Gruppou von A 1; , 

^ lj und H^ 2 ' 1 die gemeinsame Transformation 



besitzen. 

Es zeigt sicli also bei unserem Boispiel, daS die LcVsnng uns(M*(i 
Gleicliung ausgefiilirt 1st, ^rcr/n u'ir die Jiwaruwdm xpe:; idler (hi/cr 
gruppoi der Tlaiionalitatsynippe *u iinxcrcm .llationalU (libber cicli ad 
jitnyieren. 

Es .lafit sich aucli allgemein zeigen ; daB das Losung\sveiTa,hrri 
einer linearen liomogenen Diifcrenzengleichung in dor Adjunkiioi 
neuer, durch Hilfsgleichungen (liesolvontcn) deiiuiertcr .Invfirianl(M 
der Untorgruppen unserer Rationalitlitsgruppe bestehi^ wodurc-ii dcrci 
Ivudaktion auf die betreJtfende Untergruppe bowirkt \vird. .I)nJ)( i i u'ill 
der wiclitige Satz, daB bei dieser llecluktion jede dor a,uilr< k ,{,cii(!rj: 
Gruppen auf ihre invariants IJntcrynippe reduziort \\ r ird (vgl. (inld- 
fare/, ? b . Kap. II); gelangt man sclilieBlicb zu ciner a'nifiu'Iuw. (mipjuv 
so kann. diese dalier ihrerseits nur noch ;u.if die , } idcu-l.(^ch(f : (u-iippc ] ; 



1) Dabei 1st der Bcgriff der ideniischcn Grnppe in dcm wtiitcrcn Sin no xn 
verstehen, daB ihre Substitutionen numei'iscli sind, d. li. von koiucni Panum'tor 
mehr abhangen; in dein entsprecheuden RationalitlitabGroiche sind die Ijo.suno-c.n 
der Torgelegten Diiferenzengleichung als Wurzelii algobraischor (Uoi;hun^(3n iio- 
stiramt, deren Koeffizienten dera Rationalitiitsbercicho aufceboron. 



3. Ivap. Qruppentheorie 2. Teil. Die KationalitLitsgruppe. 



?:iert 



werden: ist das cler Fall, so ist die vorgelegte Differenzen- 
liang integriert. So wire! bei unserer Differ en z en gleichurig zweiter 
lino- (A) die allgemeine Gruppe (I) clurcli Adjunktion der Funk- 
A a . ; die eine invariante der ./unimodularen" Gruppe (2) 1st imd 
iesolvente (a) geniigt, auf eben diese Gruppe (2) reduziert: ferner 
jinfaciie Gruppe (2) durcli Adjunktion der Lo sun gen II K der liesol- 
i (b) auf die ; ,identische" Grruppe //, ^y^ \ V^ y\. , womit 
3-leicliuno' (A) o*elost ist: in der Tat haben wir die definitive 

O \ y O 

no; oben in der Form ano-eo-eben. daB ?/ llr uncl ii (2) ~ rationale 

O o o / .' x *J .v. 

:tioncn der GroBen A.,, u.^ w^ 1 ', u'^ } sind. 

1. Aiifycibe. Welelie Bezielinng besteht zwischen der Rationalitats- 
pe einer linearen bomogenen Differenzengleichung ter Ordnung 
der Gruppe ilirer (n m) ten assoziierten Diiferenzengieicbung? 

2. Aufgcibe. Wie ist die liationalitatsgmppe bescha2'en ; wenn eine 
re hornogene Differenzengleicliung algebraiscli integrierbar ist? 

3. Aafgabe. Wie ist die Rationalitatsgruppe beschaifen, wenn eine 
re liomogene Differenzengleichung durch Quadrat u:ren ; d. h. durch 
Kette linearer liomo^ener Hilfsdifferenzeno-leichuno-en erster Ord- 

o o o 

j losbar ist? 

Losiuuj : Die notwendige und hinreichende Bedingnng dafur, daB 
liomogene lineare Differenzengleichung durcli Quadraturen losbar 
ist die, daB ibre Rationalitatsgruppe integrabel ist ; d. h. nach 
ic fur cine gewisse Wahl des Fundainentalsystems die folgende 
i hat: 



LUS ergibt sicli mit Bcnutzung' allgemeiner gruppcntlieoretischer 
e von S. Lie ; da.ft die ail yen) eine linear e Jtifferenzen-yleidmny ri' J '' Oril- 
/ I'llr ^>1 niclil durcli Quadralumi V.'^bar ist. Insbesondero f'olgt 

Difierenzengleichungen zweiter Ordnung, da der Ausdruek ' '' (1 als 

riante zur Grupjie (3) der oben angegebonen TabeJle geh("n*t und 
3 Gruppe ajlc Iblgeudeii, d. h. alle integrablen Gruppen enthiilt: 
lit elnc liotjf.of/c.nfi linear e Difl'erf'nzenyh'icliuny su' filter Ordnuny 
It, Qdadrafurcn lusbar sci, ist noltvendiy und Itinreidiend, da/3 fur 

id eine Hirer Luxitnyen dcr Aitsdruch ' '' f '' rational ixt. 



IV. Anwendungen der Theoric der Hationalitiitsgruppe. A. l-i 1 

'Beispicl: Die Gruppe der linearen liomogeneu Differen/engleiehung 

V. . - 3 
mit konstanten Koeffizienten: bei clieser ist --"--- = # z , wenn a^. emo 

Wurzel der charakteristischen Gleichung ist. (G-uldl)er(j. 7% Kap. II, 
Xr. 810; vgl. 7. 7u&p. ; I.) 

4. A:uffj(.tbe. Wie kann man das Bestelion alge'braischer "Relaiionon 
zwischen den Element-en eines Fundamental systems von Losrmgen einer 
linearen homogenen D iff erenzenglei cluing fur die Integration der Giei- 
cliung verwerten? (V'gl. IV 7 A d. Kap.) 

5. Aufyabe. Wie wircl die Integration der aJlgemeinou lineareui 
homogenen Differenzengieichung dritter Ordnung sicli durcli Betnuih- 
tung ibrer Rationalitatsgruppe gestalten? 



IV. Aiivvenduugeii der Theorie der ] 

A. Algebraiscke Beziermngen zwischen den Losungen oilier 
homogenen linearen Differ enz engleiermng. * ) 

Wahrend in der Theorie der Different ialgleichungon. 
Forschungen liber diesen Gregenstand existioron, ist t'iir 
gleichungeu in dieser Beziehung noch wenig o-esehcheii 2 ), sodsiB sioh 
liier noch ein weitcs Feld fiir neue Untemichungen eroflnet. 

Besteht zunachst zwischen z\vei Fundamentalintegnileu v lc und x 
einer homogenen linearen Differenzenoieichuni^ zweiter Ordi 



eine irreduktible algebraische Beziohung mit koustanten Ko(^l'li/ii(!iii-(.n : 
F(?l x , a. c ) = ( J ; (^ gauze rationale Funkb'on von >;,. und t r ), 

so darf F nicht homogen in ^ r u "d t r sein ; da. sidi sonwi (Mil 
gegen der Voraussefczung der Quotient ?y K : f C t . als Ivonstaiiic or- 
geben wiirde. Wir konnen diese .Beziehung in der Form 



schreiben, worin f(r ix ] eine algebraische Faiiktion von <>/,. ist; da.nn 
wird L,.i /'fe,_ rl ) ; t x + . /'fe : ,.o) ; also mit Rucksi(-ht a'ui' (1): 



Die Gleichung (1) ist also jedunlalls ini allo-oinc.iuou reduziixd 
in clem weiteren Sinne, daB die Pnrtikularlosung r/r ehier >//>/// linrfi.n?n 
DifferenzengJeichung erster Ordnung geniigt, deren KoHTizienteu <leni 

1} IVallcn'berfj, 1. und 2. 

2) Der Grund liegt darin, daB bei den Dilfercnxcn^loicliun^on iin^ iudtl. 
lineare 'Transformation der unabJi'tnyigen Yeriinderliclicn uustafctliiiit isi. 



142 G - Kap. Onippeutbeoric 2. Tcil. J)io lia.ii<ma,litat.s^Tiipi>t'. 

Rationalitiitsbereiche von (1) angelioren. Wir koniieu aber noch mehr 
ersclilieScn: es ist nach. dcm 2. Kapilcl, ill: 



auBer (3) bestelit also nodi die Gleirlmn^: 



A us den Gleiehungen (';>) und (4) or^ibi sir*h (lurch Kliniinaiioii 
von T lx ,^ im allgemeinen r ir , also aus '^) {inch J r nls nlijchrnixcht 
Fnnld'wn von ;; x; (7 r ?r)/cZ ^; sind dicsc (JroBen sclhcr al^cln-ai^ciir 
Funktioneri von .?;, so ist d^mnach die (tlliioncnn- L(")sunLi; dcr ^l<-i 
cliimg (1) einn ((hjclirciiwhc Funltiiun r.nii ./;. 

Dies wird nur dann mVJit der Kail scin, \veiui die* Mliniinai i<iL 
von ->^, , t aus don hfidrii (*lciclimi<jvn ( )> ) und (4) tnnnrj^Iich ist. Zu 
nachist konntc die 1 (^Icichung \\\\ rinc IdnilUill srin: d;is ist. ahcr nur 
dann der Kail, vvtiini /' OI'IK* //;/m/v l-'uniciion ihn-s Aru'iinK'nif- und 
^j. + 'y ,.-"" i 1S ^- Hie ^Meic.hunu' i I i hcsil/.i in dics< i in {'\illi- rmr ,,KMH 
a!s I'a.riiknla.rh'isuno 1 : <\s h i si-ht daher /u isc-hi-u Z\\M !)*'!i'!ii^Mj 



.r'" : ^^r^/f-H" (l> " i (i( ' a<j;< i nu k nr ^'Jsnn^ iraucit in di< -cni I'';ill' /////// 
aJn-ebraisch /u sein. 

Ab^rschcn von dieseni Kalle is! die Mlinnnat ion \on ; ; . . ;iu,-: 
('>j und (4) dann und nur dami nnmoii'Iie.ii , \\t i nn dirsc nndrn <iici 
(vhun^eri nie.hi unahhlin^iii' voneinandrr ,^ind, d. h. \\cnn <li<- I-'nnkt \^\\\\\ 
dfttennirui.nte ihrer link(?n Scitcn vrrsdi \\ indrt . j)arau- cr^-ihi irh 
<lure.h eine ei^'enf-fiinliehe S<'liluL>\vci>r, die in d.-r , Vclx-ii \(,\\ I!\//A// 
bcr<j ( I .) narh^esehcn wcrdcn rn>'.i % ', daL' d;< i ( ilriclnnj'.i 1 1- in !;. -n 



und 

'-, '< 

1 ' / / 

c ' i ) / / 

K . if ' ' / / 
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fur einen gewissen Wert der in d x auftretenden , ; Konstanten^. Daim 
wird 



also 



Die Losungen u x und v x brauchen in der Tat keine algebraisclien 
Funktionen von p x und q x zu sein, obwohl liier d r erne algebraisclie 

Funktion von p x und q x ist (d. v = ]/7r 4j . 

jBels-pielc: 
1. d x algeljraiscJi. 



^, = ru, ^ = 2 : ^a, == w.,? : d x = x (x + 1). Die Integrate sind alge- 
braisch. 

2. <rZ transcendent. 



Die Integrate sind transzendent, aber algebraisch. in d x : 

1/2 *' X VI 
3. Ausnaltmcfall: 



Algebraisclie Integrate im Ausnahmefallc : 
^+ 2 ~te + 2)72#4-~ i)^ + i+ sr+Vrsi^-}-!)^^ 0; 



, _ J~J*x+ d x _ ^ r 
'-"11" "2" ~^^ ^ 



>Vir han'-i; '.lit 1 \orsitMu-iiiic Lnlersiirlniii^ IIHT dor \ <>]isi!ind:o-- 
'.vt'Lfpn liiil^'s'iioiiiiiir-ii, <)i)\voh! dit'sei!)*' ?ior,ii oinir A nwoiidiin<f dcr 
pi'ii^in^n*' viiti'iiii^j'i'iiliri \\crdtjn konntc. j'^t/i vvrinicn \vir uus 
^i hoi!iOi>*t i niii llncjjrj'ii 1 Jin'tTt'ti/cii^lcirhuii^cn (intlcr Ordmmo; 
iiiOi* jiv/jtnt/cttcif lu'Iaiion 7/\V('iU'ii urmn's /\\ isclicn (iiMi S^uininnM'iitiji- 
rnlen, drren ilcliandiuni;' eino sditnu 4 Anucndun^ di k r Mnipp(-n- 
io iX( i st;j(tet. J->(iVor wir dtis oiu'ciit licho i^^^hlcni in An^nll' iKilnih'ii, 
311 wir eiiii^e N'orlxMn'Tkiin^oii rn;i.cln'n l ': 



", ..-!' 



durcli di vSuKstituiion ^ ( . Q r i/,. 7 wcnn ' 
// I\... { .u'l'Si^t/t.- wird, fiber in di( i XnniKtl/'unn: 

/./.. . o //, ! ; 7 ,.//,. ( ) , 




I i 

i " 1 '" : ' /'/ : / 

'oriil 'li'," ( ' 1< !>'!< lin-' '( l.iu'il . !1 h: i : '! 'i : :' < > '!' < i . da Li , '/-. i -II! I 

!\>' I ';i ri ; i. :ii;ir!u. ..-i- ' -i r -'.!- i ?, -.' ;.!;-,, ;. j ( . , - . = <i"' i,i ;!{: 



IV. Amvendungen dor Theoric der ilationalitiUsgruppe. A. 145 

Losungen einer hornogeiierj linearen Differences gleicliung z welter Ord- 
nung geniigeii; 1'ilr die Normalform (G) lautet dieselbe: 

(I)) #(>O^^::i+(^ 

Hire allgemeine Losung 1st: 



worm y^ J und ?/ t zwei Fundainentalintegrale von (G) sincl und co l; 
co.,, co.j willkurliche ;; I\onstanten" bedeuten: zvriscJien den drei. Fimda- 
mentallosungen /r 1 ' = y ( t lj , u'^' = y] 1 ' '!/,, u^ = ?/, l>esteht die liomo- 
o-ene ({uadratisclie Relation: 



vr ' - 

Nach diesen Vorbereitungen worden wir nun den folgenden. Satz 
beweisen, welcher xeigen soil, inwieweit der znletzt ausgesprochene 
Satz einer Urnkehrnng i'iiliig ist: Besteld zicixeJien drei Fnn-damentaJ- 
eiuer ho))W(ie)ie.n H)irarr,n I)i[j'ere)),:e)i(}!eieln(n(/ driller Ordmniy 
mil- rafionalen Korffiz'ienten die Iteration v ( ~ ] v^ v^ - ; 

ihr die I'rodu/ile je ^treier Loxinxjeii einer honu)(]enc}i 
Diffcrenze-iHilcichmuf zicc'der Ordnawj, dcrc.n Koef'jizienken Qi, 

Zu der i;<'g ( 'benea Gleichung /'('/',.) gelmrt niimlicli 2 ) eine 
U !itoru'rn])pc (* der allgemrinen lioiuogenen linearen Gruppe in drei 

scluil't: 1. Jrde rationale !-'unktion I' d(;r .L(Jsungon ?''.', v ^ > ^ ^ 
und ibror snk/x^ssivcn VV(iri(j ; wtdc-lio eine rationale 1 Kuiiki.ion von x 
isi, blcibt bei a,llon SubsiiliitioiKui von (1 (deren DetermiiuuiLon iibrigons 
niclii, versrlnvindcn) itiinieriselt, d. b. als Fnnktion von v, ungeiindert. 
"2. JVde Kunki.ion l\ die iniineriseJi a.Jle r rrans('onnationen von (* go- 
si.aitet, isi eine ra.iional< v Kunlvtion von :> . 

Xun hat, di< 1 rationaJe Kunklion V v ( ^' r '^'^ r ^'' ( ' leu rationalen 
VVert 0, bhiibt also bei alien SnbstiiuHonen dei' (Jruppe (i nuiuerisdi 
unu'eiiiKhM't, d. h. es i^t auc.h : 



ist: da,rin bedeutet (., ,} irgeiuUjijne r rransl'onna.tioii der 

mid cs ist- 

Cll) ; d, j -i <) (k,i =- 1, 2, ;>). 



1 '* 
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Man kanii daher setzen: 

(12) 

Aus (10) und (12) folgt: 



Sind die a k , wirkliche Konstanten, so muB diese Gleichunij eine Id nit it at 
sein ; da sich sonst ^ daraus als Konstante ergabe gegeri die Voraus- 
setzung, dafi v [ \ v'f''j v^ ein Fimdamentalsystem von -P('?- : c ) --= 
bilden. Es kann auch wegen (11) meat a-_ = cct if (/I =4= a, / l ; 2 ; o) 
sein; daher muB sich in (13) links und rechts ein linearer Faktor in 
TI X fortheben, d. h. es muB sein: 



Folglicli ist: 



?^ 7 ^0.1, ^^2; ^.3) das auf der linken Seite von ('7) stcJiende 
anliarmonische Doppelverhaltnis der vier GroBen r/ r , r] r _ I7 7^ , ,,, ? /; . 
bedeutet. Dieses Doppelverhaltnis ist aber eine rationale? Kunktion 
der Losungen v^j v'f', vf- und ihrer sukzessiven Werio ; molj ahso ; 
da diese bei alien Transform ationen der Rationalitatsgruppc von 
-P(O = ungeandert bleibt, eine rationale Fan Id-ion v<i x sein: 



daher ist r ix nach obigem (1. und 2. Vorbemerkung) der Quotient 
zweier Fundamentalintegrale ^, ^/^ der liomo^enen linearoi j)i!l'<-.- 
renzengleichung zweiter Ordnung: 

(6) 

Aus 



foist nun: 



die Differenzengleichung P(vJ = Q geht daiier ans Q(n ) (<;i ,<j ;; 
durch die Transformation r x - Q X U X hervor: wogen'dor Uatioua'litiiL 

der Koeffizienten von P(v x ] = Q und Q(u x ) = muB also " I<M ,>/ ;/ ,> 

(? 
rationale Funldion von x sein. Setzt man andererseits in Gleicliujio- fc,) 



IV. Anwendungen der Theorie tier Rationalittltsgruppe. A. 147 



z = ]/0 y so erhalt man diejenige homocfene lineare Differenzen- 

x r s .7 , t/ a; / Jo o 

gleichung zweiter Ordnung, von welcher die Produkte je zweier 
Losungen der vorgelegten Gleichung P(^v r ) geniigen: ihre Koeffi- 
zienteii sind in der Tat nach Division clurch den Faktor von x ._ 2 
Quadrat tear z dn rationale}' Funktionen von &. 1 ) 

Sind dagegen die a /: nicht wirkliche Konstanten, sondern perio- 
dische Funktionen von der Periode 1 } so braucht die Gleichung (13) 
keine Identitat zu sein; es ergibt sich danu r ix aus (13) als Wurzel 
einer Gleichung vierten Grades, also als periodische Funktion, deren 
Periode hochstens gleich 4 ist.-) Ist erstens r lx eine periodische 
Funktion von der Periode 4, so ist auch ?;.; eine solche (deren Periode 
sich eventuell auf 2 reduzieren kann); die Differenzengleichung 

P(?; t: ) H= <?- t . _ , + p ( f' ?; ; _ ,, + pf } v^ 1 -f !>/ V G ^ 

besitzt die drei Fundamentallosmigen t^; l ' ; ^.^ } >; r und v c ij r^ } hat also 
mit der Differenzengleichung 

v^i-^fj ^ = ; 

deren allgemeine Losung die Form CD V V,W hat ; wo co r eine beliebige 
periodische Funktion von der Periode 4 ist ; ihre samtlichen Losungen 

U'emeinsam: clalier ist, weun '';"" = .. gesetzt vvird, svmbolisch: 

~ / / -.''> .to / / 

Durch Vern-leichuno- der Koeffixienten folp;t: 



also: 



Die Gleichung P(?; r ) geht daher clurch die Transformation 

i 1~ 1 1 

/; I I /)' ' ., -u Tiber in die Glei cluing : 
LI. '' '- '' 

^,-:-;5-r ^2+^1+ ?^-0 

(? ,- -' ?_> ,- 
1) Man berucksichtige, dafi s>/ = s '' ~ - '"-- ist. 

2) 1st w r Wurzel eincr Gleichung ??.'- ( ' n Grades, deren Koeffizienten periodiselie 
Funktionen von der Periode 1 sind, so sind auch &>,,._:_ i, co r . ; _o, . . ., coj.^. n Wurzeln 
dieser Gleichung; also mu.B o^ r . ; .^ = w^-:-? (k^.n, l<^ri) sein; d. h. co c besitzt 
hochstens die Periode n. 

10 : 
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mit den Fundamentallosuugen 1 ) 

zwischen denen die Relation 

u'~ r u' c ' iC'*' 

besteht: ihr geniigen die Produkte je zweier Losungen der liomogetx^ 
linearen Differenzengleichung zweiter Ordnung : 



also der Gleichung P(v x } = die Produkte je zweier Losungen 
Gleichuug: 

y^.-iV* Vp'l. ^ , - Vi>t X -~ 2 ?/ ,. = o 

1st zweitens 7^ eine periodische Funktioii von der Period e 3 ; 
ist es aucli ?/": die drei Fundamentallosun^en v'* v ' ' ?/ , z; 1 ' ;; " c 

I t' y O .6' ^ .(.r .<' / .<' ' {' 

Gleichung P(i' r ) = geniigen dalier siimtlich. der Gleicliung: 



d. L es muB p^ ] = ^r" ; == 0, ^/ 3; = -''' a . :5 - sein. Die 
-^ U V = ^ lautefc also in diesem Falie : 



- 7T ,' ' 7T 2T 

obwolil zwisclien ihren Losungen v", v ( - } = v[ L) e :] ~\ r (: ''^r !l: <> :3 " *^ 
die Relation r ;."'" ^ n rf ; = besteht, genugcii ilir iin all^ememeia 
;^r-/// die Produkte je zweier Losungen einer homogeucn linoareii. 
Differenzengleichung zweiter Ordnung, cleren Koeffixiontcn Quudrat- 
wurzeln rationaler Funktionen sind; die Gleichung ist aher iji d 



1, Vgl. 7. Kap., I. 

2) Vgl. S. 150, Gl. (10) fur r = 1 

-,. . *> Dies er - ibt sich auch daraus, da6 Lier aus (7) c jr _-=-. ] fol^t, so<laB die 
C,ieichung ;9), aus welcher P(,- ; = durch die Trans formation *;,. ^ ( ) >/ ,^. her- 

vorgeht, lautet: (?( z g - ^,_ 3 - llf _ . : daher braucht hier nicht --"'' l , sondern. 

? .- -.; . 

nur " - eni e rationale Funktion von x zu sein. 
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Falle Iw'me ciyentTtcke Diiferenzengiei cluing dritter Ordnung 1 ), sondern 
erster Ordnung rnit der Differenz 3. 

1st endlicli drittens r h . eine periodische Function von der Periode 2 7 
also auch r^ (und zwar darf r { ~ sich nicbt auf eine ;? Ko]istante" redii- 
zieren, da #;;' und v] 6) = V'^TI" Fundameritallosiirigen sind), so be- 
stelit zwischen den, drei Losungen 1 ; i ir , );.; der Differenzengleicliung 
z^eiter Ordnung y x + * y x = ^^ homogene liiieare K elation nait 
v konstanten" Ivoeffizienteii, also aucli zwisclien v], j , v ~' ==- v t , ] i i r . 
^'^'= y < ', 1 ' ? /, 2 ; gegen die Yoraussetzung, daB v^', ?;^" ; , v^' Fundamental - 
losimgen von Pfy^ ---= sind. Ans demselben Grnnde darf sich auch 
riiclit r ix sclber auf eine ?; Kon.stante", d. h. auf eine periodische Funk- 
tion yon der Periode 1 reduzieren; es mufi clann also Gleichung (13) 
eine Iclentitat sein. und es gelten die oben daraus gezogenen vSchliisse, 
\vobei nur KJ /?, / 7 d jetzt niclit \virkliche Konstanten ; sondern perio- 
dische Funktionen you der Periode 1 bedeuten. 

Ein ficixpid bietet diejenige homogene lineare Differe]]zengleichung 
dritter Ordnun mit rationalen Koeftizienten 



welche ihrer Adjungierten ;; ahnlich'' 2 ) ist. d. h. durch die Trans- 
formation y K -= Q^iSy in die Adjungierte :J ) 



iibergeht. r ) Durch Yergleichung der Ivoeffizienteii ergibt sicli 



die Gleichung (14) geht dalior clarch die Transformation y f = ///> 
uiber in die Differenzeiigleichung mit konstanten Ivoeffizionten 



Die charakteristische Gleichuog 5 ) 

c- 3 -f c^ 2 ccc <- 3 (c: c] (a- (c -\- 1) a r 2 ) --- 
besitzt die Wurzelii 



Die Losungen YOJI (15) lauten dalier: 



1) Ygl. ^. 7^3, I i>) ^. 7u/j.., III. 3) 3 Kay., IV. (-1. ((>). 

-I) Wallenlcrct, t>., S. 01 ti. f//?'. 7m^., I. 
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zwischen denselben besteht die Relation 



JFolglich geniigen nach dein oben bewiesenen Satze der Gleichung (15) 

die Prodnkte je zweier Losungen der Differenzengleiclmng zweiter 

Ordnung 

(16) v x + s - Vc'-lv^, + cv x = 



mit den Fundamentallosungen v^ } = YCC* , v^' 1 = ]/cC? also der 
chung (14) die Produkte je zweier Losungen der Differenzengleicliung 1 
zweiter Ordnung 

Wx + s-Vc lVpt-iWx + i T- cVpx-iV*-** - - 
Die charakteristische Gleichung hat gleiche Wurzeln, wenn 



also c = 1 oder c = -- .1 1st; ist c = -- J- 7 so ist c/ t a 
die Gleichung (15) hat in dieseni Falle die Losungen 1 ) 



zwischen denen die .Relation w^ ; ~- -^ ' ^r;"' = besteht. 1st dagegen 
c = 1 ; so ist c^ = a' 3 == 1, 3 = 1; zwischen den Losungen der 
Gleichung (15), die hier die Gestalt 



annimmt, besteht in diesem Falle kcinc Relation der obigen Form, 
sondern nur ; falls man u ( * } = e**' 1 , n ( ^ J =(f t1 'x, uf' = e'* 1 * wahlt ; die 
nicld honioo-ene Relation u^ r u=(J, sodaB in dieseni Ansnahme- 

.C X ' 

falle der obige Satz nicht anwendbar ist. 

B. Ein Beduktibilitatssatz. 2 ) 

Es sei 

(A.) P( y j =i>f y,^ + P.; 1 ^/,,,, ., + +p'?' ] V, ,: + ^^ = o 

eine homogene lineare Differenzengleicliung n tor Ordnung, und es werde 
ein bestimmter Rationalitatsbereich 3 ) zugruncle gelegt, dem zunachst 
auch samtliche , ; Konstanten u (periodische Funktionen von der Periode 1 ; 
die sich eventuell auf wirkliche Konstanten reduzieren konnen) an- 



1) Ygl. 7. Kap., I. 2) Walltnltery, 4. 

3) Ygl. J. Zajp.,, I. 
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ehoren raogen. Zwischen zwei linear unabhangigen Partikularlosungen 
und r^ bestehe die Beziehun: 



(1) 



(0) (1) 



worin A' c } , A^, . . . ; A' t ebenso wie die Koeffizienten von JP(?/j dem 
Rationalitatsbereiche angehorige Funktionen von x sincl und mit Riick- 
sicht auf (A) v^n \ vorausgesetzt werden karm. 1 ) 

Wir Tvahleii ein bestimintes Fundamentalsysteni von Losungen 
der Gleichung (A): u ( c \ zr~', . . . ? u^ ; ] durch diese lassen sich y ( ^ 
und r^ ; linear mit ,,konstanten" Koeffizienten ausdriicken: 



k = i k = I 

und die Relation (1) nimmt die Form an: 

p /.- ( l ) . ; .") , 'i) , ''") /- 1 ' 1 , .(") \ __ o 

worin 11 eine lineare Funktion ihrer Argumente bedeutet, deren Ko- 
effizienten dem Bereiche angehoren. Xun gehort 2 ) zu (A) in bezug auf 
den zugrunde gelegten Rationalitatsbereich und das gewahlte Funda- 
mentalsysteni eine Untergruppe 6r der allgerneinen linearen Gruppe in 
n Veranderlichen, die sogenannte Rationalitatsgruppe ; fiir deren samt- 
iiche Substitutionen die Funktion li den Wert Null erhalt. Durch die 

Substitution S 19 welche u^ durch ^' a^ u^ } (i = 1, 2. . . . ; ;/) ersetzt, 

inoge y" c in y'^\ i^ ! in r^ ubergehen. Die Zahl der linear un- 
abhangigen Losungen y'^ , welche durch die samtlichen Substitutionen 
der Gruppe G erzeugt werden, kann nicht grofier als n sein; ist sie 
kleiner als n, so ist die Gleichung (A) reduktibel, d. h. sie hat min- 
destens eine Losung mit einer honiogenen linearen Diiferenzengleichung 
niedrigerer als n iei ' Ordnung, deren Koeffizienten dem Bereiche an- 
gehoren, genieinsam. 3 ) Uin die Difierenzengleichung niedrigerer als 
n tcr Ordnung zu erhalten ; der y^ } in diesem Falle geniigt, schreiben 

1) 1st r^ = u\i ( ^ (c eine ,,Konstante u ), und verschwinden nicht alle A'^ J 
.'/,= 1, '2, ..., v) identisch, so ist //J, 1; cine Losung der Diiferenzengleichung 

also die Gleichung (Aj ebenfalls reduktibel, falls wirklich bereits v <^n. 

2) V. Kap., I. " 3) 6'. Kap , II, A. 
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wir die Relation (1) mit den n ersten sukzessiven Werten von x hin 
mid driicken y^l^ V^- ,^-\'> m ^ e ^ s ^ er gegebenen Gleicbung (A) 
durch. y^\ 2/ ; ^ l7 > y^l n -i aus> ^ e so er haltenen Grleicbungen 

i;j l) -^V;V^V^ + --- + 4rV+.,-, 1 ), 



werden addiert ; nacbdem sie der Reibe nacb mit p^ l ' y p^~~ 1 ', . .., p ( " } 
inultipliziert Trorden sind: dann ergibt sicb ; da ?^ 3; ebenfalls eine 
Losung von (A.} ist, fur ir l) die Diflferenzeii^leicliuno: (n 1V CI ' Ordnuuo-: 

O \ / / i7 ,?; ~ O \ / ~ 



deren Koeffizienten im allgeineinen nicht samtlicb identisch v<_-r- 
scbwiiideu werdeu. 

Es sei jetzt die Zahl der linear imabhangigen Funktionen y'^ 
yleicli n*\ mid zvrar seieu y^\ y^\ . . . ; y]" } n solcber Losungen und 
Tj ( r [ \ 'jj^'j . . . ; i^ } die ibnen infolge der Relation (1) en.tsprecbe.nden 
Losungen > a ,: dann. bestebt also das System von Gleicbungen: 



Sind die r^ } nicht linear uuabhangig von einan.der ; bestebt alsr 
zwiscben ibnen eine Relation mit , ; kcmstanteii" Kocfiizienten: 

{ 'i r 
so erbftlt man, wenii 



1) 1st in der Relation (1) v<^n 1, so ist -l^!'" r 1; = A^~' r ~ } A ( " 1: =~ 
zu setzen. 

2) In diesern Falle geniigt //-.^ selbst kciner homogenen lincaren DiH'oreu/en- 
gleichung niedrigerer als n l{ -"' Ordnuug, sodafi in Gleichung (2) silmtlicbe KoefH- 
zienten r\ ', r r l; , . . ., rj-."" 1 - 1 identisch verscliwinden und daher aut' diesern. Wec'e 
die R-ecluktibilitat der Gleichung (A) nicht erschlossen werden kann. 

3} Die folgenden Sclilusse gelten fur jedes System (I' 1 *), auch obne daG die 
Losungen //;^ ; , . . .. y'-f' ans //[, 1 ' : durch Anwendung der Rationalitatsgrupjie her- 
voro-eben. 
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gesetzt wird, aus (1 : ' !: ) durch Multiplikation mit c r und Summation 
liber /j von 1 bis n: 



r\ i (0) < ( l i i 

== A", 'U f J. ; . " U r _ . ~ -f ' t ^ t ; 

die (jleiehung (A) ist also reduktibel, da u c eiiie Losuug vonP(?/J = ist. 
Si iid aber die Funktionen ^].\ r i } > ' ? r." linear uiiabhiinoio^ 
so besteht, da die Losmigeu y^ 1 . y'"~ } , . . ., y^ <] nach Voraussetzung ein 
Fuiidamentalsysteni bildeii, ein System linearer Gleichungeii mit ; ,kon- 
s tan ten'* Koeffi zien ten : 



also: 



.7: = 1, -2, . . , n] 
Wir bestimmen nun co als Wnrzel der Gleichimg: 

(I'i CO tfj ... rt_, 

A= ^ <*i,- *>'- =0 , 

a, a^ , . . a n co 

\yelche wir ?; die zur Relation (1) gehorige GrundgJeicliung" nennen. 
wolleii, nnd machen die Voraussetzung, daB die Wurzeln dieser Glei- 
chung i?/ cn Grades in co ; deren IvoetTizienten ^Konstanten'^ d. h. im 
allgemeinsten Falle periodische Funktionen YOU der Periode 1 sein 
werden , selber , 7 konstan.t' k/ sind. 1 ) Daiin kanu. man n ; ,koiistante" 
GroBen c ly c*, . . . ; c tl so wahlen ; daB die Relation. 



f \ I 7 /,' " ^y,- M r v n (r L: ioy c ' 

besteht: die GroBen c. s;enuo'en clem Gleicliunizssvstem: 



Setzt man dahcr 
so wird 



1) Ini allgemeincn sind dicse Wurzeln niimlich periodische Funktionen von 
der Periode n (vgl. S. 147, Anm 2). Ubrigens geniigi es schon, wenn cint 
Wurzel ..konstaut" ist. Diesc Voraussetzung ist, TVIC s pater an einem Beispiel 
gezeigt wird, wesentlich: sie bildct einen charakteristischen Unterscliied zwischeii 
den liuearen DiiTerenzen- nnd Diii'erentialaieicliiinq % eii. 
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und man erhalt aus (1*) durch Multiplication, mit c k urid Summation 
iiber Ic von 1 bis n : 

(3) c = ^f . + -if ', i + - -^ :" ~" ,. ^ - L , 

also eine lineare Differenzengleichnng hochstens (M l) tcr Ordnung, 
dereii Koeffizieiiten dem Rationalitatsbereiche angehoren und rait der 
die Gleichung P(y x ) = eine Losung gemeinsam hat. 1 ) Der vorher- 
gehende Fall,, claB die ?;"' nicht linear unabhangig sind ; tritt in den 
soeben betrachteten ein ; wenn die Gleichung A = eine Wurzel 
CD = hat. Damit i&t unter den gemaclden Yoraussctmngen die 
Reduldibilitat von P(y x ) = in alien Fallen enviesen. 

Die auf transzendentem Wege gefundene Gleichung fur 03 kann 
man durch rationale Prozesse herstellen ; hide in man die Bediiigung 
fiir eine gemeinsame von. Null verscliiedene Losung 



von P(y x } = und 

f(y f } = (J.f - )//, ; + Ay x ... : - + A';' ^V,,.,, t = 
aufsucht: Es ist 

f(w'x' + + Wx') = C Jty"') +'- Cjd//) = 0, 

folglich^ wenn f^ (//,._/.) aus f(y, c } dadurch hervorgeht ; da8 iiberall 
x -f- /j an Sfcelle von ^ geschrieben wird: 



Xuii ist unter Beriicksichtigung YOU 



worin die J3 x dem Rationalitatsbereiclie angehorige Funktionen von x 
sind, uncl zwar iusbesondere: 



1) 1st in (1) v = 0, so muU, da \veder w^. = noch. A^ ] = (,.Konstante u ) 
ist, y/^ 1 ^ selbst einer Ditferenzengleichurig niedrigcrer als n u ' ] Ordnung gemigen, 
die man erhiilt, indem man r ix = A^ y x in die gegebene Gleichung (A) einset/.t 
und y r _. jt mittels (A) reduxiert. Hire Koeffi/ienten versch^-indeu in der Tat nicht 
samtlick, falls P(// a .)=^0, wie wir still schweigend annehinen, eine eigentliche 
Difterenzengleichung ^ tcr Ordnung ist, d h. eine solche, fiir welchc die Indizes k 
der nicht verschwindenden Koeffixienten p^ den grofilen gemeinsaineii Teller 1 
besitzen. 
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die GroBe co kommt nur in -ZT in der Form M^ } to vor. 
einem bekanuten. Determinantensatze wird dalier: 



^ a y '-L j. 4 s ist, widrigenfalls die y* ! nicht linear unabhangig wa 

so nui 6 

(5) ' B =0 

sein. Diese Gleichung ist in co vom n ten Grade: der Koeffizien 
Q W ist ( l) 7i ; daniit ilire Wurzeln, die u nter den gemachten V 
setzungen mit denen von A = ubereinstimmen miisseu ; ?; koii 
werden, ist not\vendig, dafi die Koeffixienteii der iibrigen Pol 
Y03i co in li^ l) eb en falls ; ,lvonstan.ten a ' sind. 2 ) Die Gleichui 
ist aber ? falls ihre Wurzeln selber ?? konstant" sind ; auch die 
reichende Bedingung fur die Existenz gemeinsamer Losungei 
f(y x ] = und P(?/J 0: denn aus (5) folgt nach (4): 



nnd daraus nach dem Satze von 



worin die c t ;; Konstanten : ' sind ; die nicht samtlich yerschwindei 
existiert also eiue Losung u r -= f\y'^ ~r ~- <-' y^', welche di< 
gelegte Gleicliuug P(jy ;c ) ^0 in it /'(i(/ T ) = gemeinsam hat. 

Sind die als ; ,konstant" vorausgesetzten Wurzeln co 17 co , 
alle voneinander verschieden, so erhalt man n Gleichungen 



rait denen P(y x ) = Losungen gemeinsam hat. Ist ferner y^ 
von Xull verschiedene Losung, welche die /.: ro der Gleichungen ((; 
P(yJ = gsmeinsam hat ; so sind ^/^ 1; , ?/^ ; ... ? ^/y' j voneinander 
unabhano-ior. Denn bestande zwischen ihnen. die Beziehunu' 



Satz von Casorati, 2. Kcip., I, A. 
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so erhielte man aus 

uf-^ 2/ f-^^ 1 ^-..+-i.r i ^,.=o 

clurch Multiplikatiou mit C L und Summation iiber 7; von 1 bis w: 

C' CO, ?/ (lj + -f- C K> ?/"' = ; 
1 1 J x. ' ' n nJ x ' 

und vermoge dieser Gleichung durch Multiplication der vorigen mit 

c ; .G5 ; , und Summation: 

( '\.\ V c ' C fj (D~ 
allemein: 



und da wegen der Verschiedenheit der Wurzeln ca 1? co 2? . . ., co /t die 

Deterrninante co* (? ~ J1 '^' >? ~~ \ n i cn t yerschwindet. so muB 

^ i U'= 1, 2, . . ., n ) 7 

q ^ c . 2 = = r; rt = sein. Daraus folgt, da6 P(j/j mit kemer 
der Grleichungen (6) mehr als eine Losung gemeinsam haben kanu : ), 
da zwischen n ~ 1 Losungen von P(v/. r ) == jedenialls eine lineare 
I\ elation mit ,,konstanten u/ Koeffizienten bestelien muB ; die niclit siimt- 
licli verschwinden. Haben aber zwei homogene lineare Diiferenzen- 
gleichungen nur eine Losung gemeinsam, so kann man diese nach 
dern Kettenbruchyerfahren 2 ) durch bloBe ;; Quadr;itur' k ' (d. h. durcli 
Auflosung einer linearen homogenen Differenzengleichung erster Ord- 
nung, deren Koeffizienten deni Bereiclie angehoren ;j )) erhalten. Die 
Gleichungen 



konnen dazu dienen ? die jeder Wurzel co der Gleichung (5) ent- 
sprechende Losung zu erniitteln. Demi da fiir eine ein Cache Wurzel o> 
die Unterdeterminanten (n l) ten Grades yon J^'' 7 ' nicht alle glcich- 
zeitig yerschwinclen konnen, so sind n 1 der Gleichungon (7) yon 
einander nnabhangig, und man erhalt durch ilire Aufh'Jsung insbeson- 
dere den Quotient-en y x + i'-y x gleich eincr Funktion von x, welch e 
dem Rationalitatsbereiche angehort. Den Fall, claB die GJeichung A = 
eine mehrfache Wurzel co besitzt, behandeln wir nur in dem folgciulcn 
Beispiel und verweisen im iibrigen auf die Abhandlung von Wallcn- 



1) Dabei gelten Losungen, die sich nur durcli eine multiplikativi' ,,K<>n- 
stante' ; unterscheiden, als nicht verschieden. 

2) Tgl. 2. Kap., IV. 

o) Ygl. 1 Kcip , II, A. 



IV. Ainvendungen. cler Tiieorie dor Rationalitiltsgruppe. B. 157 

Als Beispiel behandeln wir eiue Differenzengleichung zweiter 
Ordnun 



= 2/, + 2 + p x y^i -1- a x y x - o . (^4= o> 

Z wise-lien zwei Losungen r ir uncl t x derselben bestelie die Relation 



worm A x uncl J3 r ebenso wie p x und q r dem Rationalitatsbereiche an- 
gelioren. und nicht gleiclizeitig ^=0. ^4^== ;; Konst." ist. Mit Rilck- 
sicht auf (B) ergibt sich. aus (8): 



also: 

(9) _ b,, 2 +7'J r _t + (7,fe c = '^ c -r -^^^ = 0, 

wo rin : 



ist. Aus (9) folgt, daB G lei cluing (B) reduktibel ist, wenn uicht 
li'leichzeitig r r und s t . verschwinden. Aus r r = ergibt sich ; da # f .=j=0: 



ilso: 



.ind aus x,. = mit Ruclvsicht auf (10): 



ilso: 



Liriu sind r t und r. ( \villkiiiiiche ;; Konstanten' : ; d. li. periodische Kunk- 
iorien von der l^eriode 1. Xun ist: 



ilso: 

J^-?/,) = >; -.?, 

- y '. t .^.,. 
Jincl die Wurzeln ro L und oj.> cler Gleichung 

co- ~ <"j co -f c = 0, 
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welche im allgeineinen periodische Funktionen von der Periode 2 sind, 
.,Konstaiiten" (periodische Funktionen von der Periode 1\ so wird: 



d. h. -PQ/J ist reduktibel; sind insbesondere ^ imd q r scnvie -4 <: imd 
jft rationale Funktionen von #, so sincl ^ und 2 wirkliche Konstanteu^ 
also auch co l und ex, konstant imd daher P(J/ X } sicher reduktibel. 

Uberzeugen wir uns noch, dafi die Koeffizienten der Gleichung" 
J^ u/) | = r konstant" werden, wenn man fur p x und q x ihre Werte 
aus den Gleichungen (10) und (11) einsetzt: Wir bilden unter Be- 
riicksichtigung von (B) die Gleichungen 



(A x ^ G>}n x ^-B x ^ (p x r ix , + q x r^ = . 
Ihre Deterniinante ist 



cx *- ~ 

oder 

7) = G3 2 - (A x + A x ^ -p x ll r . rl ) ro + -l,--!,,!-^^,, 
Mit Riicksicht auf (10) und (11) wird in der Tat: 



Sind nun die Wurzeln co 3 und co 2 der Gleichung D ~ or' -j-^fo -|- r., ----- 
selber ;; konstant", so ist die Gleichung (B), wenn fur jM/und r/ r (J i (V 
Aiisdriicke (10) bzw. (11) gesetzt werden/ fur beliebigc'\'I r und ./>' r 
reduktibel: sie hat niimlich mit den Gleichungen 

!\ (?/,-) - (^-., ~ i)y, -f- i\.?/.. - 1 = 
...... """ 

^0/r) = (^r W 2J?/, - L I>,y f :.! = 

je eine Losung gemeinsam, falls w, von co, vcrscliioden ist. ^ 
Ihre Losungen sind: / 



oetzt man 



einstimmung mit dem obeu gefundenen KesnJtatT ^^.c-i ' " *' m ' ^ 
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worin a L und 2 willkurliche , ? Konstanten" sind, so besteht zwischen 
r ix und .. die Relation (8): 



und man erkennt, daB ?;.,. selber filr allgemeine A x und 7> r keiner Diffo- 
renzengleichung erster Ordnung geniigt. 

1st ooj^ = G? 2 = r/(= ^L so hat die Gleichung (B) eine Losung 
u'' ( , 1 ' in it der Gleichung 

PI (&) = C- 4 , - <>)?,/, + ^,J/* + 1 = 

und eine zweite Losung tr~ j niit der Gleichung 

- (A x c) y x I> r y x _ 1 = 'i t. ( x ] ' 
gemeinsam. 1 ) Die Losungen von (B) sind hier*): 



Setzt man 



so erfullen r h . und t r die Relation (8). 

Endlich zeigen wir noch an einem moglichst einiachen Beispielo 7 
daB ; weun die Wurzeln c^ 1 und ox, keine ;? Ivonstanten" ? sondern perio 
dische Funktionen von der Pcriodc 2 sind, die (leichung (B) irreduk- 
tibel sein kann, scTbst wenn man diese Wurzeln dem Boroiohe ad- 
jungiert. 3 ) Zu diesem Zwecke wahlen wir A r = 3 />,.== 1, dann 
lautet die Gleichung (B): 

IJ (y.r) ^ .v.r-i-2 + r j!/.,. f i -I- <'y* -- ( - } ; 

\vo q und (\ 2 /v Konstanten' k/ sind; und es sollen die Wurzeln co 1 und o) L > 
der Gleichung 

w 2 -!- fco -f t - 



periodische Funktionen voai der Periode 2 sein. 4 ) 1st ?/,. eine " 
Losung von J'(y^ = 7 so isfc auch ?; t . ^ eine Losung, sodaJJ die Ro- 



1) Auch hier ist direkt 7 > (//,.)= ". 7\ J\ (// r ) = 7\ 2 ('/,.); i" 

J ' <>-*>.<-- I ^ ' J '.,: J '.,:-}- 1 

der Tat sind, wemi w,^ ; cine Losung von P i (ij r ] = Q ist, die Losungcii von 
P! P! (;// >r ) = : li.;. 1 ' und ^r r ," ; , wo ^ r "^ eine Losung von P t {// ; .} = VY.^ J be clout et. 

2) Tgl. ,7 A?//) , Y. 

o) Ygl. die Schluljbernerkung dieses Absch nitt.es. 

-4} AYiihlt man z. B. c, 2 . c, = 1 ^ 27rzr , so ist WJL == 1 -|- <>* LR , 



u. Kap. 
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iar-or i's) 'n der Tat die Form annimmt: k = i/. r + 1 . Die Losungen 
: imd > y sind linear unabhangig: denn ware $ y = cr lx (c ,,Konstante"), 
so ware" T? eine Losung der Differenzengleichung erster Ordnung 
7/ _,_ f7/ . Lo, also die' Gleichung P (/.,) = reduktibel, was, wie 
imten gezeigt wird, mcht der Fall ist. Als Rationalitiitsbereich. kaim 
der samtliclier ..Konstauten" gewiihlt werden. und wir zeigen zumtchst 
dafi in diesein Bereiche die Gleichung JF (*/.,) = irreduktibel ist. An- 
g en o in in en, es sei: 

?/.r ~ 2 - q !/., -^ 1 -T ^2 ^ = (y.c + 1-" 2/.r) (^ -r 1 " # J > 

worin /3 eine ,,Konstante", so ware a -}- /3 = c l7 aft = c. 2J d. h. a uncl /3 
Wurzeln der Gleichung Q 2 -f- qQ + ^ = 0, a l so nacn Voraussetzung 
keine ,,Konstanten" ; was unscrer Annahme bezugiich ft widerspricht. 
Aber selbst unter Adjunktion der Wurzeln c^ und w 27 also periodischer 
Funktionen von der Periode 2 ; ist die Gleichung P(y x ] = irreduk- 
tibel: es sei namlich: 






woriu jetzt p f erne periodische Funktion von der Periode 2 ist; so 

miiBte c^-f&^i = -^ A = ^, also -/'lAr AcA^i ^ r X ? cL LV 
da /3 r /3 r _ 1 eine ,.Ivonstante' ; ist ; /3 r selber eine ; ,Konstante" sein ; was 
unserer Annahme widerspricht: also auch in diesem erweiterton Be- 
reiche ist die Gleichung PQ/^) = irreduktibel. 

Wir haben folgenden Satz bewieseu: 

Wenn .zicisclicn zwei Fundainentcdlosimyen r^ und y'^ 1 cine.r howo- 
(joieu luicaren Diffarenzcnyleicltuny (A) die 'Relation (I) Icstc/rf, d. li 
(Ik elm. Lusicny em komogener linear cr Differcnzenmisd'mek der andcro) 
mit Koeffizienini aus dan Ikreiclie ist, so i^l die Glciclmng (A.) ral-uk- 
tilcL cs sei denn. dap keine Wurzcl der ettca r ) ziu- Jidatiori (1) <je- 
Iwriyen Grundgleichunf/ A = ,,kon4ant" ist. 2 ) 

Die von Landau (Arcliiv der Math. u. Pliys. (;>) 10, 45 ;">()') in 
bezug auf Diiferentialgieichuugen gemachte Beinerkung gilt auch hicr: 
Fiir die Giiltigkeit des oben bewieseneu Satzes ist die Zugehonglaul 
samtlicber ,,Konst?inten" zum Bereiche nicht erf order! ich: docli. gilt dor 
Satz nicht fur jeden Kationalitiitsbei-eich, dem nicht aJlc, ,,Ivoiistajit(Mi k/t 
angehoren: so gilt er z. B. nicht fiir den Bereich der reeJlon Zalih^n, 

1) Wenn narnlich iiberhaupt keinc znr Relation (I; gchorin-e ^ruii(lirliii\:hunr 
A=^0 zustande kommt, so isr die Gleichung (A) sicher reduktihel (vrl. S. jr>l 11'."- 
in diesen Falle werden die Koefrizientcn der Gleichunir (5) keino ^Kon.slantcir^ 
sein und die Ivoeffizienten der Ditierenzengleichunir "(^ nicht Jrmitlioh vor- 
schwinden 

2) Diese Beschriinkung fiillt fiir den Rationalitiitsbereich dor nilionuJon 
Funktionen von selber fort (vgl. die Anmerkung 2) S. 155 sowie ^. 158). 



IV. Anwendungen der Theorie der Ilationalitiitsgruppe. C. 161 

L S einfache Beispiel 2/ t ....2 + 2/3 "^ ^ lehrt: zwiselien den Losungen 
sin ^3; und y~ : '= cos -*;-# bestekt die Beziehung */,'"' = y^-i nl ^' 
ssienten aus dem Bereiclie ? und docli lautet die einzige Zerlegung 
-t^ifferenzengleichung in solclie erster Ordnung mit konstanten 
ss ient en: (y f ^^ iy ^} (?/,._ t "F v'// ? .) ? worin die Koeffizienten ~i 
^ ore idle der reellen Zahlen nidit Jin^ehoren. Dao-eo-en s;ilt der 

CD O O O 

"vvie aus seinem Beweise a fortiori liervorgeiit, stets, sobald die 
; ^konstant" vorausgesetzteii Wurzeln der 7; GrmidgIeichi:mg% 
Tvoefiizienten nach obigem (S. 154fl'.) dem liationalitatsbereiche 
>i-eia ? dem Bereiche adjangiert werden. 



it h.omogener linearer Differenzenausdriicke. *) 

ine Amvendung iindet der vorliergehende Reduktibilitiitssatz bei 
i-"tersuchurig Liber die Vertauschbarkeit liomogeiier linearer Diffe- 



i iicl jL J (i/ x )~P und Q(y. v )=Q zwei homogene lineare Diffcreuzen- 



lontet das symbolische Produkt P(^ ? clafi in P(,V t .) an Stelle 
<ler Ausdruck Q(j/^) gesetzt werden soil (vgi. 2. Kap., V). Fiir 
i Hjimmensetzuiig linearer Differenzenausdrudce gilt zwar das 
Li've, aber im aligenieinen nicht das kommntativc Gesetz; viel- 
iiLussen die Koeffizienten von P und Q gewisse .Beclino'ungen 
ti^ dainit dies der Fall sei. Diese Bedingungen sollen im 
!<ijLi fiir Diffcrenzenansdriicke erster und zweiter Ordnung auf- 
\, '\verden sowie fiir solche n iGV Ordnung mit rationalen Koeffi- 
i inter der Voraussetzung, da6 einer der bei den Differenzen- 
<-l<:e irreduktibel ; d. li. nicht in lineare Differenzenausdriicke 
< . i-er Ordnung zerlegbar ist, deren Koefiizienten. demselben 
; L l.l tutsbercidie angeliuren. 

"Vertaaschbarkeit zweier Differenzenausdriicke 
erster Ordnung: 

/' - J'T >',,., +JV! } + 0), Q - iTu,^ + ffj'V,; 




. 

l^crg: Lmeare Dii'fercjix;cnglcicliuiigO)i. 
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Aus PQ = QP folgt: 

v () 



4.i- -i-i ^.r-rt i CO) fO) 

( o) =" 2) (o;. > also = c o-P* 5 



/ON () (!) ri ) '' () (!) I (1) (0) 

( 2 ) : P q ' P q ' ' = q V , ,~r q v , 

V y -^ .t- -Atf-i-l -<- .6- -t.r J-.-t; -i x~l ' -^.r -^ x 1 

also mit BeriicksicMigung YOU (1): 

' C-^-'oK!-^, 

d. k 

^^vi 1 ^^; 

c und c^ sincl ;; Konstanten a ; d. h. periodische Funktionen von der 
Periode 1; folglich: 

Q = c Q P + r; t y, = c P 1 + e, P. i) (po W = y j. 

2. Ein Differenzenausdruck zweiter Ordnung und einer 
erster Ordnung: 

r-py^+v?y*, Q - ^y.^ + ^y^+ <z'V 

Aus PQ= QP folgt zuniLchst: 

^.r--l ^.r-i' -, CO) CO) ro^ 

^or = ^(or^ also ^' = v } .r^ii- 

Ferner ist: 

PO 7> 7"> (0) fO) , fl) , (2'1 

" = J P ^^ ^H-l^+2 + ^ 2Ul + ^ ^.^ 

also 

C P 2 = c (0) V / _L o (1 ^ ?/ ,S Y 

^ 6 .7: //. j; -:- 1 ' 5 . ( ; // .,; ~~ 7 

und wegen PQ= QP aucli PS ^ SP, und clalier nach 1.: 

C _ ,. 73 1 i . 7J . 

O r i / -j- Col , 

folglich : 

e = < i o^ 2 +^^ 1 +^^ . 2 ) 

Durch eine ganz analoge SckluBweise findet man fur einen 
linearen Differenzenausdruck n icr Ordnung Q } der in it einem solchen 
erster Ordnung P vertaiischbar ist: 



.1) An Stelle der Difl'erenz 1 ka,nn die "beliebigc Differenz li treten; die ,,Kon- 
stanten" sind dann periodische .Funktionen von der Periode h. 

2) Ist 5 a ' 0l ^0, so muG (weg-en PS==SP) s (1) = c sein; c? 1st dann ehen 
Cl = 0. 



IV. Anwendungen dcr Theorie der Rationalitats^ruppe. C. 163 

3. Zwei Differenzenausdriicke zweiter Ordnung: 

(?) 

-L- rr } qi 
- J 'el 



die Koeffizienten mogen einem gewissen Rationalitacsbereiclie 1 ) an- 
gehoren. 

Aus PQ = QP folgfc zumichst durcli Vergleichung der Koeffi- 
zienten YOU y x + i : 

?^- 2 -=^-' al<o g ;0) = jr ; 

-/a; x 

worin a x eine periodische Funktion von der Periode 2 ist, die sich 
jedoch auf eine solche yon der Periode 1 ; d. h. auf eine , ; Konstante'* 
reduzieren kann. Es ist hier ein wesentlicher Unterschied gegenliber 
den entsprechenden Differentialansdriicken zu konstatieren ; bei denen 
die Koefn'zienten der zweiten Ableitung sich n-ur durch eine Konstante 
unterscheiden konnen. Wir haben also zwei Falle zu unterscheiden: 
a) a 1st eine periodisclie Funktion von der Periode 1 : a v = a. r , a r =c. 

/ X -i- -c- T- i. JC / .1 

Dann. ist 



also wegen PQ = QP auch PQ = Qll nud daher nach 2.: 



P == - 1 - () + J/ = r/Q.7/- -- ^./^ -h ^I*' (J 0? d 17 cL ,.Konstanten"). 

Da an Stelle von II allgemeiner mIi l -rn'H Q (m, n ? ,Konstanten") 
gesetzt werden kan.n ; so sind c. 0} r 1? c 27 <7 07 d l7 d 2 willkiirliche , ; Kon- 
stanten". DaB die so gefimdenen Ausdrucke P und Q wirklicli mit- 
einander vertausehbar sind, leuclitet ohr.e \veiteres ein. 

Ist rf = 0, so fojgt aus Qll^RQ oder (K^'V.,) = ^ Q(?O> 
duB r ( ( ]) c sein mu6 ; faJLs P und () ciyentlic'he Diiferenzenausdrlickc 
zweiter Ordnung sind, d. h. solclie ; die auBer t ?/ r + 2 und y ?; aucla wirk- 
licli y c + 1 entlialten (enthalten sie riamlicli nicltt y x + 1 , so sind sie 
eigentlicb DitfcrenzenausdrQcke ersfcr Ordnung^ nnr du6 iibcrall die 
Differenz 2 ist, also auch die ,,Konstanten" periodische Funktionen 
von der Periode 2 sind; vgl. die Aninerkung in 1.). Es ist dann also 

P = yfl-c'. Vt . 

b) a r ist eine persodisdw Funlrtion -con der Periode 2: ^4.3 = a x - 
Die direkte Gleiclisetzung der Koel'h'zienten von PQ und QP fubri 
auf nicht lineare Differenzengleicbiingen zweiter Ordnung; diesdben 

1} Vgl ;~>. 'Kap y I. 

11 ' 
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sincl aber (lurch rationale Prozesse losbar, falls man die Ergebnisse 
der vorhergehenden Uutersuclmng zweimal anwendet: Es sei nam- 
lich TJ V eine beliebige Losung von Q(y x ] = 0, die keiner lioniogenen 
linearen Differenzengleicliung erster Ordnung init Koeffizienten aus 
dem Bereiche geniigt, also 



daau ist auck L. X P(r tx ) eiac Losuag von Q(y^) = 0, 
Es ist aber 

Q = -J =^'.V^ 2 + ^'V^i + ?.f 2/x, efe) = 0; 
also 

^ = P( 1; J - ^0;j = I?(>; ;c ) = r.f r/, + 1 4- rJV 

Daher ist nach den Ergebnissen von B (siehe das Beispiel) : 



Ferner ist: 

(i) P(yj = 

Andererseits sei. ^^ eine Losung von P(;(/ <v ) = ; also 

P(2(^)= ()P(iO = 0; 
dann ist auch 

^ - ^ p C ? y - Q(UX) - c ^(wj 

eine Losung von P(;?/ a .) = uncl daher nach Friihereni: 
(2) 



Vergleicht man die beiden so gewonnenen Ausdriicke (1) uncl (2) von 
P, so erhalt man durcli Grleichsetzung der Koeffizienten von ?/. r + 1 : 

(3) 

Ferner ergibt sich clurch GleichsetzuDg der Koeffizienteji von y x 
unter Berucksichtigung von (3): 

^2 = ^.r^-4-i^ (^.K^-C-J-I ^ s ^ ei ' ne 
Die endgiiltigen Ausdriicke f'iir P und () lauten also: 



1 u i'-M 



IV. Anwendungen der Theorie der Ration alitiitsgnippe. (-. 16f) 

darin ist JJ = r [ Q ' ) y r ^ l + r^' y- r (0) undr^ 1} sind willkfirliche Funk- 
tionen von x, ferner c 1; c , ^ willkiirliche ,,Konstanten." und r/ r cine 
willkthiicke periodische Funktion von der Periode 2 (a x } 2 r ). 



fieispiel : 

1, y = _|f 

= 0, also ^ 0) 



rf = 1, y = _fr, a l so 



'" >x 



Es ist noch der Fall rj 0) = zu erledigen: Da t r Ji('*]. r ] ' r .r ] ' 



eine Losung von Q(y^ = ist, so ist aucli P(^. r ) = ^(0 '^r 1 ' '>/', r (>in( ' 
Losung yon Q(y^) = (). Zwischen den drei Losungen t; r? r^ ( . ?/;,., -/; K ?y, 
besteht aber eine lineare Relation mit ;; konstanten^ Ko( k .Hi/iciiien: 

W*+c L r^ ]x +c s rV\ /x =0, 
also ; da r (x 4= 0: 

^o-f ^f+^r^O: 

daher ist rj 1} = ^ eine periodische Funktion von dor I'^riochi y 'j 
(f, r + 2 = J; c ^ e sicl 1 a ^f eine solclie von der Periode 1, <1. IK JiuC ohm 
; ,Konstante" reduzieren kann. Dann ist 

p = Q + *y*> Q = X Q- 

Aus QP^'pQ folgt: 

*(P+ w7 -i- ^fe-;-i- O^'V, + i- /7 2 + 0,-;-i O vl 1 ' v,. , i i ,*.rU 

oder 

^ J) K(^+i~O^+i- (^- r i~^,)y,-.i 1 1 - ; 

also entweder 7f^ = 0: dann sind, da auch ^ 1} O, w<jini r ; (U) 
und (^ '' == 0, P und () keine eigentlichen linearen DiirenMi/i'.iuiusdn'ic.k^ 
zweiter Ordnung. In der Tat sind zwei Ausdriicke 

P = ^ J } V. , -P 2 + ^^ 2) !/^ "^^^ (? ^ a P - - * // ,. ; 

wo a und periodische Funktionen von der Periodo ^ sind, mil. 
uiuander vertauschbar (vgl. l. ; Anmerkung). Oder es isi, f/ ( r l) \ 0: diuni 
miifite jedenfalls. da Q x + l aucli y^ enthalt, c^. + 1 ^'. und dzihor 

1) Aus c ~|- c^rj^-f c.r- 1 ^^ folgt namlich c -(- c^ r;, J ^ , -| - r ; , r^ 1 ', und 
lurch Subtraktion q^: ^ r^j + c 2 (r;. 1 ^ -rp)^0 ; also' oiiUvedor r;. 1 ; , r;, 1 ' 
)der r ^r^^ ^ und daher aucli r ^ , + rj 1 ! x = -J 1 , fol^lich r; n , r; n . 
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auca s x , l = s x sein; das ware aber der Fall 3., a). 1st also ensi: 
a ^ 2=*^., so^kann fur eigentliclie Differenzenausdrucke zweiter Onl- 
nung der Fall rf = garnicht eintreten. 

4. Endlicli soil allgemein die Vertauschbarkeit zweier homogenor 
linearer Differenzenausdrucke, deren Koeffizienten rationale Funktionen 
sind, unter der Voraussetzung untersucht werclen, da6 einer derselbeu 
irreduktibel ist: Es seien zwei lioinogene lineare Differenzenausdrucke 
mit rationalen Koeffizienten, P von der Ordnung p mid Q von der 
Ordnung q(p>q), miteinander vertauschbar: PQ=QP, und es werdo 
Q als irreduktibel vorausgeset-zt. Die Differenzengleichung <?(&:) 
moge die Losung r lx besitzen. Da ^P(^) = PQ(r ix ) ist ; so l.xv 
sitzt die Grleichung Q(y x ) = auch die Losung ^ = P(r Lr \ Wiire 
nun % x linear unabhangig YOU r ix , so miiBte nach dem vorher bc.- 
wiesenen Satze (B.) die Grleichung Q(y. x ) = reduktibel sein ; ento'co'(3ii 
der Voraussetzung; folglich rnuB x = fQ i rj x sein (<? eine ;7 Konstantc"). 
Daher hat die Differenzengleichung P(yj c Q y x -= mit y()/ r ) 
die Losung r lr , also wegen der Irreduktibilitat von Q(y f ) = imr.h 
einem friiheren Satze (5. Kap. ; 1) Zfe Losungen gemcinsam: fol^lic.h ist: 



^P(yJ ~ WJ* - E Q(y,^ oder P(yJ == UQ(y f } + r () 7/ r . 
Ferner ist 

also wegen PQ= QP: 

RQQ=QRQ, d. h. EQ^-QR. 

Daher ergibt sich durch dieselbe SchluBweise wie obcn: 
E = SQ + c^y x> S = TQ -+- c. 2 y r usf. 

SchlieBlich kommt man zu einem Differenzenausdruck Z von klcinoror 
Ordnung als Q, und es muB Zc it y x =*Q mit Q --= allo Losungru 
gemeinsam haben, also Z c n y x identi.sch V(u\schwiii(i(^i od^r 
^=^^(^4=0) sein. "Daraus folgt, dafi p = nq und 

ist, Offenbar ist diese Bedingung fur die Vertauschbarkeit von ./> 

und Q auch hinreichend, selbst dann, wenn Q reduktibd ist. - Da. 

Differenzenausdrucke erster Ordnung als irreduktibel smzusolmn siinl, 
so folgt fiir q = l der am Schlusse von 2. angegebono Satz iiber di<' 
Vertauschbarkeit eines linearen Difiereiizenausdruckes erster und oinrs 
solchen >? ^ Ordnung. Ferner folgt, falls auch P irreduktibol, also 
n - 1 ist, daB in zwei vertauschbaren irreduktiblcn Di(ieroir/^;uis 
driicken, abgesehen von einer multiplikativen ,,Konstanten", nur die 
Eoeffizienten von y x sich uni eine additive ,,Konstante" unterscJieidcn 
analog den linearen Differenzenausdrucken erster Ordnun<v 

O" 



ZWEITER TEIL 

INTEGRATION DER LINEAREN 

DIFFERENZENGLEICHUNGEN 

DURCH ANALYTISCHE 

AUSDRUCKE 



Die Untersuchungen liber die Darstellung der Losungen linearer 
Differenzengleichungen durcli analytisclie Ausclrilcke sind mit Aus- 
nalime einiger Differenzengleicliungen erstev nnd zweiter Ordnung 
sowie der Gleiehungen mit konstaiiten nnd linearen Ko efficient en 
ganz neuen Daturas nnd sfcecken zum Tei.1 noch in den Anfangen. Wir 
werden in diesein Kapitel die vriehtigsten dieser Untersuchungen ; so- 
weit sie fur ein Lehrhuch reif sind, auseinandersetzen, beschranken 
uns aber anch hier im allgemeinen (bis auf das letzte Kapitel) auf den 
Fall ; daB die unahhangige Veranderlicke reell ist 1 ^ nnd daB (bis auf 
das 9. Kap. nnd das 10. Kap., IV) die Koeffizienten rationale Funk- 
tionen sind. Ferner werden wir auf die in England beliebten sym- 
bolischen Methoden verzichten, da der znr Aufstellung ihrer Grund- 
fornieln und deren strenger Begriindung notige Auf wand die durch 
sie gewahrtea Reclienvorteile iiberwiegt, und verweisen clafiir auf das 
Lehrbuch. yon JBoole (1.). 



Siebentes Kapitel. 

Lineare Differenzengleiclinngen mit konstaiiten 
Koeffizienten. 2 ) 

I. Homogene Gleichungen. 

Es sei die homogene lineare Differerizengleicliung mit konstanten 
Koeffizienten 

vorgelesrt. Setzt man 



worin r eine Konstante ; u x eine Funktion yon x ist ; und berlick- 
sichtigt die Forme! 3 ) 

1} Dagegen diirfen die Koeffizienten der Differenzengleichung komplcxe 
GroBen enthalten. 

2) Lay-range 1. u. 2., S. 152155 (vgl. Lacroix, 1.; Boole, 1.; Marko/f, 1.; 

SeliwanofT, -} 

3) Ygl. i. Kap., I. 
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so erlifilt mini, ui-nn i:<cii di 



(3) ( _ /" 
eingefiilirt win!: 

(4) P(r r t( r \ ,'7>r 



Die recJito Sritr v<!) I \'- 
diaral'tcristi&'lich ( t If -ifl< <'{<>/" 
dalier ist ?/ ,. - - : r '' r i nr I \'i r t 
Sind <ljV Wur/,chi /-,./. 
alle von einaii<l<>r v-r<i'h;*'.i* n 



worin di( k fo ; . ,Jvonst;n:h-ir % i 
niinilittli eiri I^undiHiifn! :;!<' 



ist. Sol! i?n lnt*T\:i!i " ; 
sein ; Avorin (/(./? fin*- v>r." -! 
stolien i'iir O - .r 1 *[; hi. .',- 



Urn die ,,Konst;mtrir <> !...?.< , 
/' t( ' (*h'icJiuno- init.- rinriJi i\n<-\\ 
iddicren: d.-uin frii;jlttn \\ r.\ v. ?. 

N' 



und es or^iht sicl 



// 



\ 
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Die Funktionen o t .(#) sind hierdurch im Interval! <I x < 1 und 
daher als periodische Funktionen von der Periode 1 bei geeigneter 
Wahl von <p(x) fftr alle Werte" von x besfcimmt. 1 ) 

1st dagegen r eine a- f ache Wurzel der charakteristischen Glei- 
chung, so wircl die rechte Seite von (4): 

^"/^MA.''^^!-^ 

dieser Ausdruck verschwindet, wenn u x eine 'beliebige ganze Funktion 
liochstens (a l) ten Grades von x 1st; daraus folgt, daB 



Partikularlosungen von (1) sind; also 2 ): Einer it-faclien Wurzel der 
charakteristiscJien Gleichung entspriclit eine a- f ache Losung der Glei- 
clmng (1). 

Wir betrachten den extremen Fall, daB alle Wurzeln der charak- 
teristischen Gleiclmng einander gleich sind: in diesem Falle besitzt 
die Gleichung (1) die n Losungen 



dieselben bilden ein Fundamental sys tern ; da eine homogene lineare 
Relation mit , ; konstanten" Koeffizienten 



icr c + + G) n x n ~ 1 r x = 
wegen r =j= 

M! + ov; + -r co^' 1 = 

fur jeden Wert von x, also 

co i = 0; C0 2 = ; ; ^ = 

nach sich zieht. 

Es seien nun allgemein h verschiedene Wurzeln r 1; r s; ... ; r h 
von den Ordnungen u 1; a 2; . . ., (i h (^ -f- a 3 + - + ^ :=== n } vorhanden; 
dann behaupten wir, daB auch die n Losungen 



A- X /y A -I' /y"! l.i*'^' /] -^ T )" '^ rfl'n ' 1 A. ."^ . . ,y X f f<\" lj ' 

* l ; x * 1 ; ' ; ^ ' \ ' 2 ; ^ ' 2 > y ^ ? 2 i ' i ' h > ^ ' h ? ' ' > 

ein Fundamentalsystem der Gleichung (1) bilden. Wir haben nur zu 
beweisen, daB keine Relation von der Form 

: 'l) x . (-) ^ i i (^ x r\ 

P >", -r P r -> + ' ' T- ^ '>% = ^ 

-La 1 1 ' -L x '2 ' ' -/ re A 

moglicli ist, wenn die p$ (i= 1 7 2 ? . . ., A) Polynorne vorn Grade /x z 1 
mit , ; konstanten" 'Koeffizienten sind ; die nicht sanitlich verschwinden. 

1) W. 2) Ygl. Z. Kap v II 
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Zu diesem Zwecke bilclen wir aus der angenonimenen Relation die 
li sukzessiven Grleicliungen: 



< - 0, (*- o, !, 2 , . . , A-I;, 
worm nach dein 1. Kap., I (rgl. aucli Gl (2) dieses Kap.): 



ist. Da diese Grleicliungen fiir jeden Wert von x bestelien sollen, so 
miiBte aucli die Deterininante 



identisch ; d. h. fur alle Werte von x verschwinden. Der Koeffizient 
der hochsten Potenz von x in dieser Determinante ist aber ; abgeselien 
von einem ;; konstanten^ niclit identisch yerschwindenden Faktor: 



verschwindet also ^?W^ ? da r x , r 2; . .. ; r^ von einander verschieden sind. 
Die angenommene Relation ist also nicht rnoglich, d. h. die obigen 
n Losungen bilden ein Fnndamentalsystem v r on (I). 1 ) 

Beispiele: 

1- y*+* + y x+ , - 9y, +I - o y , ; = o (W.), 



Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung /'(r) = sind 1, o, 3; 
daher lautet die allo;emeine Los 



/. r ._i ~r %.,. = fSeliwanoff), 



y x = co L -ra). 2 6 x . 
3. y. c ~^~~ ^y x -\ ~i~ ^. ? /r = (Seliwanoff), 



Wenn die Koeffizienten der vorgelegten Differenzengleichung (1) 
i;eell sind, so darf man ervrarten, claB aucli die alJgemeine Losung 
derselben in reeller Form auftritt ; selbst wenn die Wurzeln der 

1) W. 
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charakteristischen Gleichung komplexe GroBen sincl. Wir wollen an 
einem hinreichend allgemeinen Falle zeigen ; wie man das stets er- 
reichen kann: 1 ) 

Die Gleichung /'(>) == inoge eine dreifaclie komplexe Wurzel r^ 
besitzen: dann hat sie nach einem bekannten Satze der Algebra aucli 
eine dreifache konjugierte Wurzel,, die wir rait r 4 bezeichnen: die 
iibrigen \Vurzeln r 1} r s? . . . ; r n sollen reell und YOU einander ver- 
schieden sein. Die allgem eine Losung unserer Differenzeugleichung 1st: 



Wird 

r i == Q ( cos 9^ H~ ? ' s ' m 9^) 
gesetzt ; so ist 

r 4 == ^) (cos gc i sin qp) , 
^^ = ^'^(cos xy ~ri sin x cp) , 
r^ p T (cos xcp i sin ^ 9) . 
Daher nimmt ; wenn man 



setzt ; die allgemeine Losung die Form an: 

2/.r ^ ^[("o "T i^ + tf 3 # 2 ) cos 900; + (/3 + ^.^ + /3o-) sin 9? a;] 

+ co- i r 1 x + a s r s x + - + o\//; 

darin sind a Q , ct i9 u 2 . j$ Qj p L) /3 2 , co 7; . . . ; ro n die Trillkurlichen ;; Kon- 
stanten". 2 ) 

Beispide: 

4. y x r2 + 2 : ?y :c _ ) _ 1 -f- 4# c = (Seliwanoff); 



r i,2 = 1 ?]/ b = z (cos 3 i sm - 3 

2 re .271 

cos - x + C3 sin -- 



5. ?/. r _4-r 2/ a . == (Seliwanoff), 

/Y-r") ^s r 4 -i-l = 

7i . . re 3 rr 3 rr 

' r i,2 ^ cos T" i ^ S]n T"^ r o 4 == cos " lil sm 5 

Ct . Tt 3 7t 3 7t 

?/ : = : CO, COS iC -T- G).-> SLH - iC -f- C0.> COS -^ -r CO, SlIL C 

Jo. i 4 4 ' .5 4 ' -i -4 

1'. A r gl. SeUwanoff, '2. 

2) Sollen o: , a t , c^, , /? , /? 1 , /5 2 reell sein, so uiiissen co 4 , co 5 , co 
6) L , o^o , co 3 konjugiert sein. 
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6. y x \i + 2y x + 3 + % + 2 -f 2y x + 1 + y x = (Markoff) ; 

/(r) = r* + 2r s + 3r* + 2r + 1 = (r* + r + I) 2 - 

Die Gleichung f(r) = besitzt zwei Doppelwurzeln 

: 2yt . . 2:r 

r lj2 = cos -- -: i sin - g : 

Vx = ( a o + "i^O cos -3"^ + (/^o + /?i^) sin -y ^ . 
Soil unter der Annahme 

y = #1 = 2/3 = ^ 2/2 - - 1 

2/ 100 berechnet werden, so sind ; da nnr ganzzdhlige x in Betraclit 
kommen, a 0; c^ 1? /3 , /3 X wirkliclie Konstanten, die sich ans den Anfangs- 
bedingungen folgenderrnaBen. bestimmen lassen: 



N 7t , \.2nr 

i\ = ( cc ~\- o' } cos - ~r~ (3 -\-~ 3 i sin -" - ~~~ 

O v " ' O 

2/2 = ("o + ~'i) cos -*- - (/3 -f 2 &) sin 4 ^ = - 1 : 

also: 

1 2 

Bin|. ^' 

folglich: 

( 0, wenn ^ ^ (mod 3) 

9 .'/y, "I \ ^ 

?/. c = -"-- ----- sin "- x = Ix 1, wenn ^ ^E "1 (mod 3) , 

r \ \ 

(1 x, wenn x ^E ~ 1 (mod 3) I 
tmd insbesondere: 

= ^ sin 2 ^ = 99 

I/;. 3 

Tiber homogene lineare Differenzengleichungen mit ^konstanten" 
oder iiberhaupt mit periodischen Koeffizienten existieren uoch keine 
TJntersuch.ungen yon hinreichender Allgemeinheit; es sei an dieser 
Stelle nur bemerkt, daB z. B. die Gleichung ^/ r . ul = e 2:T - ix y v die Losung 

y x ^ G3e 7IiiT ^~ 1) besitzt, ferner die Gleictung t/ e + 1 = ctg --- x y x die 
Losung i/ ;C = 03 sin -- - re (CD willkihiicbe ;; Konstante".) Siehe auch 

die beiden Xoten von Esdangon, 1. und 2. ; liber vollstandige lineare 
Differenzengleichungen, deren Koeffizienten eine irrationale Periode 
besitzen. 
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II. Yollstiiiidige Gleiclmngen. 1 ) 

Die Losung der vollstandigen Gleichung 

(6) P(y t ) = & + + 0i!k+ rt -i + + a n y x =p x K=HO) 

kann nach den im 3. Kap. ; Y auseinandergesetzten Metlioden vollfuhrt 
werden; die allgemeine Losung yon (6) lautet danach: 

(1) ^"1 (1) , (2) "^iTl (2) . . (n) 

- 



worin die # x die zu den Losungen y^ der reduzierten Gleichung 
P(y^ = adjungierten Funktionen sind und der zu P(y x ) == ad- 
jungierten Gleichnng P(^ r ) = geniigen. In imserem Falle lautet 
die a-djungierte Gleichnng: 

P(**) =**+ a i*x+i + <*s*x+* - + a. A x + n - ; 
ihre charakteristische Gleichung 

f(r) = 1 + a^r + a 2 r 2 H ---- + aj n - 

besitzt als Wnrzeln die reziproken Werte der Wurzeln r 1; r 2} . . . ; r n 
der charakteristischen Gleichung 

f(r) = r + a^- 1 + + a n = 



der reduzierten Differenzengleichung P(y^) = 0. 

Sind samtliche Wurzeln dieser Gleichung YOU einander verschieden, 
so 1st: 

(t) __i cD _i /_i* 2 ) 

~ ' 



Dies ergibt sich auch folgendermaBen: es ist nach dem o. Kap. : IY: 



aber nach Gleichung (4) dieses Kapitels: 



also: 



1) Lag-range, 1. u. 2. (vgl. Lacroix, Boole, Markoff, Seliwanoff)j W. 

2) Siehe Gleichung (5) dieses Kapitels; die Gleictmngen (8) im 2. Kap., I, C 
ergeben fur diesen besonderen Fall die aus der Algebra bekannten ^Eulerscben 
Formeln 11 . 
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Dalier lautet die allgeineine Losun^ von (<>): 



es sei \viecler daran erinnort, cltiS jede Snmnie -1" nodi eine wiiikur- 
liche additive ,,Konstante u ' eutlialt. 
1. Jiei spiel: 

Vr \ ~ ^?/r-M "I" ^^//r "" ' r f^el i vvauo 11', \V.j; 
/Tr) . - r-~- 7 > + ().-.- 0, >-, 1, >\, ,- (>; 
/'Y rj = 2>- 7, /"(I) -- r>, /'(<)j f>; 

5 ! - ;r 



10 



In violon Kiillcn kann nian ahrr rinr Parf ikularlosunvr ? n drr voll- 
stiindi^cn Glcic-hun^ (^') dirdd linden, soda!.), uenn // ,. die all^cnieine 
L(>sunt( dor rcdu/-i< k rien (Jleicljunjji;* 1st, nach dein .'/. /\\/y>., V die all 
<j;ermMne LfJsuno; von (l>; die I^onn y/ / // . ; / /r haL l)er wieliii^sf.e 
dieser Kiillo. isi der, da(.) ili^ nM-hte Sclte p t , n ! u t isi. \vorin ^/, eine 
<^an/<^ rjitionahj I^unktion von ./ bedtMilcl; es Lann aueh insbrsundere. 
a--- I od(r // r c ( Konsta.nlo i sein. :; ) Wir sei/.rn in dii-^ein l''aile, 
uni eine I ) artikularlosun<r von i(>) /n erhalten, // <t'tt t .* uorin aneli 
// r eine <^an/,e I'^inktioti ist. I)ann er^iht sieli \enn<Ji'r der Idt'iit itiii. (! } 
dieses Kapitels nach l)ivi>ion <lnreh n' die ( Ueichun^: 



die zur l>esi iiniuun^ von n t dient. 

\\'enn a Lr'ntc \Vur/,el der eharakteri%ti>ehen ( rleiehmm- j ' f - . () 

isi, so hesii/.i >i r densellx'n iirad u ie </ : man sei/.t nun // mil nn- 

b( k Biinimi.en Ko('ffi/j'en(en an nnd erhiilt dureh X'enrleiclniiM 11 der 

KoeHi/Jenien n'leie.h holier Poten/en \on ./ : auf i>eiden Seiten der 



1) Pnrticllc Summation: > n 1 ' " iVh- / I) >,/, 

ff I 
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Gleiehung (8) zur Bestiinmung clerselben ein lineares Gleichungs- 
sYstern. Von der Auflosbarkeit dieses Gleiclmngssystems iiberzeugt 
man sick am besteu folgendermaBen: Xacli der Neivtonsohen Inter- 
polationsformel 1 ) gilt fur die ganze Fimktion m ten Grades y v die Ent- 
wicklun 



worn 



ist: setzt man nun in clersclben Weise 



so erhalt man fur die zu bestiuimenden GroBen f3 k aus (8) durch Ver- 

/ T \ 

gleichung der Koeffizienten von ( j (/<; = m, m 1, . . . ; 1 ; 0) die 
Gleichungen: 



Da /"(a) 4= ist, so lassen sich in der Tat liieraus die Koeffizienten 
A //i7 P m -i> - - ; A; /^o sukzessive bestlmmen. 

Ist dagegen a eine 7i>fache Wurzel von /'(r) = 0, so nimmt die 
Gleichung (8) durch die Substitution y x = ci x u x die Form an: 



aus ihr folgt, daB u r vom (m + X;) tei1 Grade in ^ ist,, wenn g x den 
Grad m besitzt. Man kann hier setzen 



oder aucli ^^ = - . ^ 

6-^^- /=0 

und erhalt zur sukzessiven Bestimmung der Koeffizienten [3. m? /3 m _ 1; . . . y 
Ai? /^o c ^ e Gleichungen: 

1) Siehe z. B. Selhcanofl', 2., S. 6. 

Wallenberg: Lineare Djit'ereuzengleicliungcn. 1^ 
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(10) 



Diese Gleichungen sind losbar, well sowohl a als auch f^(a] vc 
Null yerscliieden sind. 

JSeispide, : 

2. y ar+2 - 7y aj + 1 + 6^ = ^ (vgL das 1. Beispiel). 
Hier 1st g x == a; und a = 1 einfaclie Wnrzel von 

/'(r) EEE r 2 7r + 6 - (r - 1) (r - 6) = 0; 
daher existierfc eine Partikularlosung: 



setzt man cliesen Wert fur y x iii die vorgelegte Gleicliung ein ; J 

ergibt sich: 

__ 1 _ 3 

''* = "" 10 ? Cl = 50 5 

daher lautet die alleineine Losun: 



in Ubereinstinimung mit dein vorher gefundenen Resultat. 

3. 2/Z + 2 ^y.r-rl ~ '!/ c == Cl * (Boolej. 

_ v* 3*j- a ' T 

^ x i ~* ' ~ ' cr 5a -f- G 

1st a = 3 ? also eine Wurzel der Gleichung /'(^-) ^ r 2 5r -|- 6 = 0, 
setze man 9^, == 3* c - ^^5 dann ergibt sich q == ; also: 

J x 1 ~" ' 2 ? 

ganz ahnlich fur a = 2. Man findet dies auch folgendermaBen: 

lim ,- 2 _ . ,---= lim - 9 - = ^ B 1 ''" 1 . 
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* V* + 1 ~ i V:c -rS-ry^-M-^^l (Markoff ). 

Hier ist 

fO) = >* - 4 r s + -1 r - 1 - 1) (r + 1) (r - * ) (,- - 2) ; 

ferner ist g x = 1 nnd a = 1 einfache Wurzel yon /'(r) = ? also 



eine Partikularl6sung ; durch deren Einsetzung in die yorgelegte Glei- 
chnng q = 1 folgt; daher lautet die allgemeine Losung: 



Soil unter der Annahme 

2/o = ; ^L^ 11 ? !/2 = ~ 8 ; 2/3 ^ 6 

T/ IOO berechnet werden ; so ergeben sich fur die willkiirlichen (hier 
\virklichen) Konstanten die Werte: 

to JL = 0)^ = 0; co 2 == ft> 3 = 8, 
also: 

y = 8(-i) a - 1 + i-* 

und daher: 



d. h. nahezu gleich ~ 108. 

5. y x + 2 - y x ^ + 4y. c = a: a- (Boole, W.). 3 ) 



aus (9): 



2) 8> 
'2 a 



Ist a = 2, also zweifache Wurzel von /'(r) = ; so hat man zu setzen 

.-., .'/v. -1 \ /v. ,'V 1 "N (.'," O\ \ 

J.,X 1; ^^ 1, ^ ^\ 

) 9 ! ' r 1 3 ; / ' 



1) j5oo/e (1.) benntzt symbolische Methoden; die obige liechnuug zeigt, dafi 
man ohne dieselben ebenso schnell zum Ziele gelangt. 

12 : - 
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aus den Gleicliungen (10) ergibt sich, da hier m = l, k = 2, f fr (a] 
f'"(a) - ist: 



Besteht die rechte Seite aus mehreren Gliedern yon der Form 
a x y X ) so greift folgende einfache Bemerkung Platz: Ist u x eine Losung 
yon P(y^)=p x uncl v x eine Losung von P(y^ = q xj so ist u x -f v x 
eine Losung von P(^/ r ) =^+ (? r ; in der Tat ist: 



6. y rJ _ 2 4- 2 y r = cos ma? (Boole, W.). 1 ) 

n i 

f(r] E^ r~ -f- a 2 = : ^ ae - , n = ae 



Die reduzierte Gleichimg besitzt die allgemeine Losung 



r 

y x = a 7 (, cos 9 ^ o sin 9 
Eine Partikularlosung der Gleichuug 

y a +2 + ^= ^ i? "' r 

hat nach unserer Theorie die Form: 

r,-*^"; 

durch Einsetzen in dieselbe ergibt sich: 



daher lautet nach unserer obigen Bemerkung eine Parfcikularlosun< 
der Yorgelegten Gleichimg: 



imd daher ihre allgemeine Losung: 



cos --- x - L - "'' --" - i ' a " cos m x + cos m & ~ L> ) 



a 1 -|- -2 a- cos -2m -j- 1 

.Aber auch in anderen Fallen kann man zuweilen direkt eine 
Partikularlosung der voUstandigen Gleichimg finden, wie W'IT an zwei 
Beispielen erlautern wollen: 

1) Ygl. die Anmerkung auf S. 179. 
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~ 2&4-1 +y*=- x(x *+ 3) + (a-l)^+ 



- == .3 



== ,.3 j_ 2r 2 + 2r + 1 = (r + 1) (r 2 - r + 1) = 0: 

. 2jr . . 27* 

r i ^ 1> r 2,s = cos -y ? sm 3 ; 
die reduzierte Gleichung besitzt also die Losungen 

(1^ / -t ^> ,. - W -^ - r :J) 2 x, 

MX ' = (~ U > ^/^ = cos -IT ^'; //; - sin 3 % 

Der Anblick der recliten Seite su^eriert den Ansatz: 

a o 



durch Einsetzen in die gegebene Gleichung folgt: 



also : 

/ IN. , 27t , . 2n: , 1 

2/a; = f i(~ !/ + W 2 COS "3 X T- G3 3 Sill -~ X -p -_ ^ 

Soil unter der Annahme 



6 __ 5 _ 1 1 

2 "" D 

2/ 200 berechnet werden, so ergibt sich zunachst aus den Anfang 
bedingungen fur ganzzahlige x : 

also: 

I 

und daher: 



1st endlich. die reclitc Seite der Gleichnng (6) von der Form 

'i 

P.f. = / y(]t' c ~ l dt , 

' 



so ist offenbar 



worin /'(#) die charakteristische Funktion bedeutet ; eine Partikula: 



1) Man kann natiiiiich auch die Methods der Variation der ,,Konstanter 
anwenden, doch wird die llechnung bedeutend liinger. 
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losnng von (6), vorausgesetzt, daB das Integral uberhaupt emeu 
Sinn hat. 1 ) 



8. fieispid: 

i 

^-- 
i. 

Da = / t x - l dt (#>0), also tier <p(f) = 1 1st, so wird: 

% */ 



i 



Am Schlusse dieses Abschnittes moge bemerkt werden ; da6 
Gleichungen von der Form 



durch die Substitution 7/ r = TT^ t ._ n+1 i^ (z. B. durch ^ PC?; -M + l;^> : 
wenn ^ T = x 1st) nacli Division durch TT^, + 1 (bzw. durch T^-j-l), 
wenn # r = #) ^ n Grleichungen mit konstanten Koeffizienten transformiert 
werden ; namlich in: 

Z W ~ a i^ + n-i ~ %w>H--2 + - -r ,w t - n ^- (bzsv. r(a .^ 1} ) - 
Z. B. wird die Gleichung 

2/.1-H, ~ ^i^!/r + ,-i + a ^''''y^n~- ~ ----- 1- ,/''" '''2/,- = ^, ; 
die auch in. der Form 

7( (>l-l'} 

^+ w + a i a:B ^+n-i+a 1 aa- r a- r - 1 2/^ /i _ i ,+ - -a^a - a'V'- 1 "'""- u1 ^. ^^ r 
o'eschrieben werden kanu, durch die Substitution 



x(x+l) 

nach Division durch T\cv r -' l =a - in die Gleichung mit kon- 
stanten Koeffizienten 



transformiert. Besonders einfach gestaltet sich der Fall p f = 0. 

1) Vgl. Nielsen, B., S. 204. 

2) Jftoofc, 1. (Deutsche Ausgabe S. 123ff.) 
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III. Anwendungen. 

A. Anwendungen auf rekurrente Heihen. 1 ) 

Rekurrente Reihen (in engerem Siniie) sincl solclie Reihen 

; ? /o> ?/i> ?; 2 ? -, y x , y x +\, > 

far die je n anfeinanderfolgen.de Glieder durch eine Relation 

- -r -._ + ---- h ?/ = 



mit konstanten Koeffizienten rerbiinden sind. Die Auflosung dieser 
Differenzengleichung gestattet, das allgetneine Glied y x der Reihe als 
explizite Funktion des (ganzzaliligen) Index x darz-ustellen. 
1. Lelirsatz: Eine Jconvergente Potenzreihe 



>*e-^ 'Koeffizienten eine reliurrente Reihe tilden, ist eine rationale Funk- 
tion von t. ~) 

Beweis: Die Relation zwischen n Koeffizienten der Reihe sei: 



Naeh Multiplikation yon J^(/) mit 

erhalt man: 

cp(f) == 



die Koeffizienten der folgenden Potenzen sind n : rimlich die Werte der 
Funktion 



fur :/; = 0, 1 ; 2 ; ..., also infolge der obigen Relation alle gleich Null; 
daher ist: 



eine rationale Funktion von . Q. e. d. 

Umekehrt lafit sich die rationale Funktion 



1) Die Literatur iiber rekurrente Reihen siehe bei Andoyer , 1., S. 69, 
Xote -is. 

2) Vgl. z. B. Serret, Algebra, deutsch von Wertheim, Leipzig 1878, 1. B., 
S. 4--2Gif. ; fteliwanoff, 2., S. 90 tf. 2 <7 (Q heifit die , y erzeugende Function" (Laplace, 1., 

S 7 tf.\ 
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in die Reihe 

entwickeln, far die je n aufeinanderfolgende Koeffizienten durch die 
Relation 

verbunden sind. Die ersten n Koeffizienten testimmen sich aus den 
Grleichungen: 



Die Differenzengleichungen konnen also dazu dienen, die Koeffi- 
zienten der Entwickelungen rationale! Funktionen in Potenzreihen als 
explizite Funktionen des Index zu bestimmen. 

2. Aufgdbe: Es soil das allgemeine Glied dcr Scliimpersch.cn 
Eeilie (der Zahlen des Fibonacci 1 ^ 

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, ..., 

der en jedes Glied die Summe der beiden vorhergchenden Glicder /,s/ ? be- 
stimmt werden. 2 ) 

Lositng: Je drei aufeinanderfolo-ende Glieder der Reihe genugen 
der Relation 



die Anfangsglieder sind y = ; y l = 1. Die charakteristische Gloiclning 

/'(>) -=r r- 1 --- 
hat die Wurzeln 

r -i+ys 

1 ~ " 2" ; 

daher ist die allgeincine Losun: 



aus den Anfangsbedingungen ergibt sich ^ = <- = - 1 .-. - 7 also Inutot 
das allgemeine Glied: "^ f) 



1) Fibonacci^ genannt Leonardo Pisano, Liber abaci. 1202 u. 1228. 
2) SeUtcanoff, ^., S. 90; vgl. Fre^, Habilit.-Schrift, Jena 1874, S. 21 
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3. Aitfgabe: Aus m gegebencn Zdhlen 



wrd erne unendliclie Eeihe dcrart gcMdct, da/3 jedes Glied derselben 
das arithmctisclie Mittel der m vorliergcltenden Glieder ist; ivelclier Grenze 
naliert sick y n , wenn n uncndlicJi wachxt?^) 

Losung: Die der Aufgabe entsprecliende Differ enzengleichurig lautet: 



- . - o. 

Die cliarakteristisclie Gleichung 

/( r ) = ,.*__ l( r -l _;_ r rn-2 _L . . ^ _L !) _ Q 

besitzt eine Wurzel 1 ; und es ist: 

^(r) ~ ^ = mr- 1 + (m - I)r 7rt ~ 2 H ---- + 3r 2 + 2 r + 1 : 

die Wurzeln von ^(r) = seien r lf r 27 . . . ; r m _ 1 . Dann lautet die 
allgemeine Losung der Differenzengleichung (ftir ganzzahlige x)\ 

y x = ^ + w\ x H- ^^' r H -r ^_i ^Li ; 

die Konstanten C 07 c 1; . . ., c /n _ 1 bestimmen sich. aus den Anfangs- 
bedingungen: 



Insbesondere ergibt sich ; wenn man diese Gleichungen der Reihe 
nach mit 1 ? 2 ; . . . 7 m multipliziert und addiert: 



m (m -j- 1 N ! , n . o 

2 ' ' C ^ 2/0 T- ^2/1 -T 37/0 + 



Man kann nun leicht zeigen ; daB der absolute Wert der Wurzeln 
r^ (Jc = 1 ; 2, .. ., m 1) kleiner als 1 ist: Es sei r k = $e ( P' eine Wurzel 
von fy(r) = ; worin p der absolute Betrag von r A . ist. Dann naufi 



in ; und zwar gilt das Grleichheitszeicben nur ftir 97 = 0. Wenn 
nun 9^1, so ist: 



^ 1 , 



1) Markoff, W. 
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und zwar gilt das Gleichheitszeichen nur fiir p = 1 ; daher mxifite 

o m < mo" 1 

^ == m ^ 

sein; hierin gilt das Gleichheitszeichen nur ; wenn gleichzeitig qc = 
und = 1, also r k = 1 ist. Da aber ^(1) =4= 1st und die letzte Un- 
gleichung fiir das Zeichen < einen Widerspruch mit der vorher- 
gelienden ergibt, so miissen samtliche Wurzeln r k (A 1 = 1, 2, . . ., m 1) 
von fy(f) = dem ab so hi ten Werte nach kleiner als 1 sein. Daraus 
folgt aber: 

lim y x = c = (2/ - 2y t + 3 y 2 + + my^ . 



B. Anwendungen auf die Geometrie. 

4. Aufgdbe: Die Kurven von der Besctiaffenlieit zu find-en, 
ioenn von einem festen Punkte in Hirer Ebene n Stralilen gezoycn 
uerden, die gleiclie Winlcel mit einander Tnlden, und dieses StraJilcn- 
M-scliel urn den festen Punkt gedrehi icird, die Summe der Radien- 
vMoren konstant bleibt. 1 } 

Losung: Die Winkel ; welch e die Strahlen mit einer festen Aclase 
bilden ; konnen ausgedrtickt werden durch 



und wenn r = JF(c/?) die Polargleichung der Kurve in bezug auf den 
gegebenen Punkt als Pol ist ; so hat man: 

V' ^ ' \ w / ' \ n J ' ' 

worin a eine Konstante ist. Wir setzen nun 



, ^ 

cp == x und 1- 

r n 

dann erhalten wir die Differenzerigleichung: 

^+^-1-1 ~y^ IL ~i - >*; 

ihre allcremeine Losuno- ist 

D O 

2 7t 4 it , 2 ui 1) n: 

>/ = a + oj, cos ^ -r <y 9 cos ^ + - + w i cos x , 

Jx il n - ._ ^-1 ^ 

worin die CO A . ;; Konstanten/' bedeuten. Daher lautet die Gleichung der 
gesuchten Kurven: 

r = a -j- co 1 cos 9 co 2 cos ^9: -f- - -j- w ;i _i cos (^ 

die Partikularlosung 

r = a 1) cos g) ; 

I) J5oo?e, 1. 



III. Airvren<Iungeii. B. 1ST 

clt.en Ivo or din at en 

(x 2 ~~bx~ if)- = a"(x- ~ y 2 ) , 

?uBpunktenkurve des Kreises dar ; welche also auch die ver- 

enschaft besitzt. 

[fgabe: Es soil die Gleiclnmg der Kurven aiifgestellt icerden, 

das Prod-ukt der Leiden Abschnitte der von einem festen Punkte 

Kurve gezogenen Geraden Jconstant ist. 1 ] 

g: 1st wieder r == F(<p] die Gleichung der gesuchten Kurre 

ordinaten, so liat in an 

F (<P) - ' F (v -i- ^) - c *> 

L cp = ztx und ]<\TIX) = y y gesetzt wircl: 

y x yx+i = <?- 

L ferner y x = cu x und erhalten : 

^^-;-i - !; 

arithmieren ergibt sich: 

In u x + la u x + l = ; 
man In u = v setzt: 



i Partikularlosung dieser Differ enzengleichung erster Ord- 



l = ( 6 -'-L c - **<) = COS ^T^ ; 

Igemeine Losung: 

/: .c = C0 -o COS %X ? 

ine willkiiiiiche periodische Funk ti on von der Peri ode 1 ist. 
et die Gleichung der gesuchten Kurven: 

r,,-^ "<>"' 

dne beliebige reelle Fuaktion von cp mit der Periode TC be- 
cler Tat ist: 



wird r = c- ; d. i. die Polargleiclmng des Kreises, bezogen 
littelpunkt. Auf einen Punkt mit deni Abstande 1) vom 
te bezogen., lautet die Polargleichung des Kreises mit dem 

r = Yd 2 lr sin- 95 + 6 cos cp , 
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oder ; wenn a > & 1st und a 2 fr 2 = c 2 gesetzt wird: 

/' & , -i /7~~~i* 7~\ 

r = c( cos (p + (/ 1 + - 2 - cos- 9 

\ C * C" / 



oder endlich: 

111 I COS (f -f I/ 1 + -'- COS- en I 

r = ce - c ' c " / ; 

liier ist also : 

]n( COS qp +1/1 + -T COS 2 g; j 



und dies ist in der Tat eine periodisclie Funktion von 9 rait 
Periode ?r. 

Weitere Anwendungen auf die Geometric finden sich 
E. Gonibescure (1.). 



Achtes KapiteJ. 

Differeiizeiigleicliiuigeii mit lineareii Koeffizienteii. 
Integration derselbeii dnrch "bestiminte Integrale. 

Den lineareii Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten 
stehen am nachsten diejenigen, deren Koeffizienten lineare Fimktionen 
der imabhangigen. Veranderlichen sind. 

I. Uomogene Gleichungen. 1 ) 

Die sogenanute Lcqilaccsche Differenzengleichnng lautet: 

(1) (a x + \}y x + (a,x + ^J2/, + 1 + ' ' ' + ( 
setzt man 



so kann dieselbe mit Benutzung des Operationssymbols D (s. 1. Kap. ; I) 
kurz in cler snibolischen Form 



geschrieben werden. Um diese Gleiclmng zu losen, setzen wir mit 
Laplace: 

/o 

(2, y^ff-^mdt,-} 

<\ 

worin die Funktion f(f) und die Grenzen t : nnd ^ passend zu Le- 

stimmen sind: dann wird Gleichnng (1): 

" 1 f(f) (9 



1; Laplace, 1.; Pinclierle, l ft . ; Heymann, 1.; It-raj tzew, 1.; Webb, 1.; TF. 

'2) Diese sogenannte ,,Laplaccsc\iQ Transformation' 1 ist fiir die linearen 
Differenzengleichnngen von aufierordentlicher Wichtigkeit, well durch dieselbe 
das Problem ihrer Losung auf die Integration einer linearen Differentialgleichnng 
znriickgefuhit wird (nnd nmgekehrt) ; vgl. 10. Kap., III. 
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Nun erhalt man durcli partielle Integration: 

Jxt x - 1 f(f)i> at = t*f({) i'(t) - ft- 

also ergibt sich: 



Die Grleichung (1) wird durcli den Ausdruck (2) befriedigt werdeii, 
wenn jeder dieser beiden Teile fiir sich verschwindet; aus 



folgt: 

f\t] 
f(t) 

also mit Unterdriickung einer multiplikativen Konstanten 1 ): 



Es sei nun i/>(f) = a /t (^ ^) (^ 2 ) ...(# aj und, in Partial- 
briiche 



/; = 

und wir wollen zunachst annehmen, da6 alle a k von einander ver- 
schiedeii sind: dann ist ; abgesehen von einem konstanten Faktor: 

f(f) = tf(t cO lA ~ * (* ~ O'^~ 1 
Die Grenzen t L und 4 sind nun so zu w!ihlen, daB 

(4) [t*+.*(t- ai y'...(t- a ,y] = o 

wird 5 unter der Voraussetzung, clafi die reellen Teile von x -f /3 0; 
Pi> - - > P n P s itiv sind ; erreicht man dies ; inclem man t L = ; 4 = % 
(7i)= 1 ; 2, . . . ; w) setzt. Man erhalt so n Partikularlosungen von (1): 

((1 r 

( 5 ) ?/f -J't^'-^t-^y'- 1 . . . (t-a^-^it, (/,:= 1, 2, .... n). 



1st ^ = 2 ) ; also 4'() etwa vom Grade n r in ^ ; so tritt in der 
Partialbruchzerlegung (3) eine ganze Funktion (r l) tcu Grades von t y 



1) Diese Konstante 1st zwar von t unaLbangig, kann aber eine periodiscbe 
Function von x mit der Periode 1 sein. 

2) Dann mufi b n =j= sein, da sicb sonst die Ordnung der Gleicbung (1) 
erniedri^t. 
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also unter dem Integral (5) e- J ^ auf ; worm g(t] eine ganze Funktion 
r ten Grades bedeutet: ist ferner a s eine a-fache Wurzel von T(tf) = 0, 
so enthalt der Integrand von (5) einen Faktor von der Form: 



Auch in diesen Fallen sowie in den Fallen, wo die reellen Teile yon 
/3 + , /3 1? . . ., /3 /t negativ (bez. N"ull) sind, kann durch geeignete 
(komplexe) Integrationswege (sogenannte Doppelscnleifen) der Aus- 
druck (4) zum Verschwinden gebracht werden; ausfuhrliche Dar- 
legungen iiber diese Integrationswege findet man in Schlesingers 
;; Handbncn der Theorie der linearen Differ entialgleichungen^, Bd. I, 
S. 409 ff. ~ Als Beispiel kann die im 1. Kap. ; II ; C behandelte Diffe- 
renzengleichung der Gammafanktion dienen. 



II. Yollstiindige Gleichungen. 1 ) 

A. Die rechte Seite ist eine ganze rationale Funktion von x. 

Es moge zunachst eine allgetneine Bemerkung gemacht werden: 
Wenn eine iineare Differenzengleichung in der Form 

(()) y^ &! L y x + q^~ 1} A ?i ~S/ r + + <j'^ A y x -f qfy x = q x 

vorliegt, worm die Koeffizienteii (^ (^ 0, 1 ; . .. ; %) ganze Funktionen 
von x sind, deren Grad den Index nicht iibersteigt, wahrend q x eine 
ganze Funktion vorn beliebigen Grade m ist ; so geniigt ihr als Par- 
ti kularlo sung im allgemeinen eine ganze Funldion m ten Grades, die man 

(T \ 
' j fortschreiten Ia6t. 2 ) Denn 

setzt man 

/ T \ / 7' \ 

, , / O/ \ , / .X \ 

'II n ) -; . /v T -\ <v I I *-J I I 

y K / o i^ /i i y 9 1 fj i i^ i / ;>i \ / 

- \ i J \ '))IJ 

in (0) ein ; so wird die linke Seite im allgemeinen eine ganze Funk- 
tion w tcu Grades ; deren Koeffizienteii die y { linear enthalten: durch 
Vergleichung gieich hoher Potenzen von x auf beiden Seiten der 
Gleichung (6) erhalt man also m + 1 Iineare Gleichungen i'tir die 
m -r 1 GroBen 7 07 y 1? . . ., 7.^, aus deneii sich diese im allgemeinen 
bestimmen lassen. 

tibersteigt dagegen der Grad der rj^ J auch nur an einer einzigen 

1} Hey maun, 1., S. 309 if. ; W. 

2) Newtons Interpolationsformel; vgl. z. B. Seliwano/f, 2.. S. 6. 
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Stelle den Index, so ist der Vorgang nicnt so einfacli. Wir wollen 
flir diesen Fall die Gleielmng (6) wieder in der Gestalt 

(7) P(y]=p (n] y + p (n ~ l] y + -- + P (l] y ,-rp ( ' ] y=P 

\ y w xJ -L x Jx + n ' "x Vx + n~ 1 ' ' -^ x "as-fl ' t x J x -*- x 

schreiben und annehrnen, daB a (^m) den hochsten Grad der Koeffi- 
zienten ^r (^ = ; 1, ...,n) bezeichnet, w'ahrend p x Yom Grade m ist. 
Wir machen nun in (7) die Substitution 

ni - /y __L /V O" _J_ . . . _L_ V ^ rft ~ . (i _J_ I? 

Vx /O /1 X ' i i;n-u' L i ^z ' 

dadurch geht die Gleicliung (7) liber in 



worin /"(^) eine ganze rationale Funktion m ten Grades bedeutet, deren 
Koeffizienten die y { linear enthalten. Mittels dieser m u + 1 un- 
bestimmten / y i konnen wir es im allgemeinen erreichen, daB auf beiden 
Seiten dieser Gleichung die Potenzen x m bis x" gleicne Koeffizienten 
erhalten und sich aufheben, sodaB die fur #,. zuriickbleibende Diffe- 
renzenoleichuno; 



als zweiteii Teil eine ganze Funktion von x besitzt ; deren Grad auf 
den 11 l len herabgedriickt ist. 

Wir betracliten nun eine volistanclige Laplaccsche Differenzen- 
gleicliurjg 



worin g(x) eine ganze rationale Funktion von x ist: hier libersteigt 
nur der Grad des Koeffizienten von y x den Index um 1: claher liiBt 
sich nach unseren obigen Auseinandersetzungen der Grad von y(x} im 
allgemeinen auf den O tcu herabdriicken, d. h. y(x) kann im allgemeinen 
als Konstante y. vorausgesetzt werden. Unsere Gleicliung lautet dann 



sie kann durch dasselbe Integral (5) \vie die homogene Gleicliung 
integriert werden. wenn man statt der Grenze eine andere, z. B. 1 
nimmt, fiir welche der Ausdruck in (4) niclit versch\vindet. Setzen 
wir in der Tat in (9): 



1) Es geniigt, das eine Partikularintegral mit den Grenxen und 1 zu 
nehmen, da man nach 1 die Lo sun gen der reduzierten Gleicliung kennt. 
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so tritt an Stelle der Gleichung (4) die Gleichung 

i 

& n h [ r "^( ^iX 1 . . . (t tt,y**\ = ^ ? 

aus welcher, falls a, t + und [ft(^) 1 )>0 ist, 
(10) A = *(!- Bl )-A . . . (1 _ aJ-A, : ^ 

fo^ 

Fur a /v = ; 5R(^) ^ und fiir mehrfache Wurzeln a t von 

^,() = treten die unter I angegebenen Modifikationen ein. Ferner 
versagt die Bestimmung von A aus Gleichung (10), wenn eine der 

Wurzeln cc { gleich 1 ist. In dieseni Falle ist aher JSV. = ; sodaB 

k = 

die Gleichung (8), wenn man darin die Differenzen y x einfiihrt ; 
zurn Typus (6) gehort und daher als Partikularlosung im allgenieinen 
eine ganze" rationale Funktion von x besitzt, deren Grad gleich dem 
von g(x) ist. 
Beispiel: 

y x+ u %y x = * (Heymann). 

Durch die Substitution x = nz, y il3 = u s geht die vorgelegte 
Gleichung liber in 

U z- r \~ nSU z " V "'l 

daher lauten die Partiknlarlosungen der reduzierten Gleichung: 



Ferner ist in nnsereui Falle y(f) === t n , y() = 1 ; daher lautet eine 
Partikularlosung der gegebenen Gleichung: 



i 



die Konstante ;. bestimmt sich aus der Gleichnng 

00 

..^ J -/; 

Diese Losung gilt filr jedeii Wert von x\ fiir n = 1, x = e" 1 ergibt 
sich die Funktion Q(%). 2 } 

Wir haben im vorhergeheiiden mehrfach den Ausdruck ,,im 
allo-emeinen" gebrauclit, urn anzudeuten, daB Ausnalimefdlle eintreten 
konnen ? in denen sich die Koeffizienten der angesetzten ganzen ratio- 

!) ^(ft bedeutet: ,,reeller Ttil von p". 
2) Ygl. 1. Kap., II, C. 

"Wallenberg: Ziineare Differenzengleichungen. 
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nalen Funktion von x aus dem linearen Grleichungssystem nicht bo- 
stimnien lassen. Wir wollen nun an einem. vollstandig durchgefiihrten 
Beispiel, welches alle auftretenden Moglichkeiten klar erkennen liifit, 
die Natur dieser Ausnahmefalle erlautern^ die eine iiberra sell end 
groBe Mannigfaltigkeit darbieten: Es sei gegeben die Difterenzen- 
gleichung 1 ) 

(11) P(ij x )^(a 2 x^^l. 2 x + c^l^ 2 y x +(a l x + l^^y x +ciQy x ^ uxr, 



worin a 4= vorausgesetzt werden kann ; da sich sonst P(y^) durch 
die Substitution A^ = u x auf einen Differenzenausdruck erster Ord- 
in u reduziert. Wir setzen an: 



und erhalten durch Vergleichung der Koeffizienten von x~, x l , x (} in 
(11) die drei Grleichungen : 



aus denen sich /? 2; /5 1; /3 im allgerneinen bestimmen lassei). 

Ausnahmefalle: 



, 



In diesem FaUe besitzt die reduzierte Gleichung P(yj - a Is 
Partikularlosung eine ganze Funktion zweiten Grades-, derm'setzt man 
in den Gleichungen (12) c/ 2 = a, = = 7 so ist die erste von. selhsi, 
erfullt fur ein beliebiges |3 2 , und aus der zweiten und driiten ksinn 
man sukzessive ft und /3 durch /3 2 ausdracken, sorkB eine Losnn-- 
von der Form 



resultiert. 2 ) Setzt man in diesem Falle 



worin /3 und ft durch die Gleichungen 

1) W. 

2) 1st allgemein > die Ma, S te Zahl, fur welche 

ierte Gieichung pfe - ais 
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(a Q + ajfa - a, , a /3 + \ /3, = a 
bestinimt werden ; so ergibt sicli fur # r die Differenzengleichung 

P) = ^ 2 : 

dieselbe kann durcb Variation der .^Konstanten^ 1 ) gelost werden unter 
Beriicksichtigung des erleichternden Umstandes, daB die reduzierte 
Gleicliung P(XJ = die Losung (13) besitzi 

Es ist aber anch inoglicli ; da6 eine gauze Funktion hoheren als 
zweiten Grades der Gleicliung (11) geniigt; setzen wir z. B. an: 

y* = ft + ^ + ft (2) + ft ( 3) > 

so erhalten wir zur Bestimnmng der GroBen /3 & die Gleichungen: 

(?- + ? + ,) A -o, 



Zunachst muB 

sein, was zusammen mit 



- ?) ft + (3 
^lft+ ^2 ft = ^ 



a, 



- -i- a, + a 2 = 
: ferner muB 



sein 2 ); alsclann lassen sicli sukzessive /3 ;J; /3 1? j3 aus den obigen 
Gleicliungen bestiminen, wiilirend /J 2 willkilrlich bleibt und gleich 
Xull gesetzt werclen kann ; da ja nocli die Losung (13) der reduzierten 
Gleicliun liinzatritt. 



Hier ist eine Bestimmung der /3 A . aus dem System (12) noch moglich ; 
wenn 

1) 3. Kap., Y. 

2; Ist ~ -f 6,, ,J 0: =0, so geniigt der reduzierten Gleichung P(y x ] 

aufier einer ganzen Funktion zweiten Grades auch. eine Fnnktion clritten Grades, 
sodaB ihre allgemcine Losung bekannt ist. 

13* 
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^ - -*- --(=&), 

f +! + *, ^-M, J 
d. h. 



ist (es kann auch ^ = 27^ + 26 2 a Q = sein); ft bleibt dabei will- 
kiirlich und kann gleich Null gesetzt werdeu, da in diesem Palle die 
reduzierte Gleichung a-ls Partikularlosung die ganze Funktion ersten 
Grades 



besitzt ; die zur Losung der vollstandigen Gleichnng liinzugefiigt warden 
i-j alsdann folgt 



Besteht dagegen die Beziehung (14) nicht, so setze man 



worn 



1st; dann geniigt ^ r der Gleichung 



3. f + i+- 2 = 0, flo H- >=(). 

Dann muB 2 =j= sein, da sonst a, = a = ware; daher kann durch 
die Substitution x = ~ , y^ = Mi; worm K eine Wurzel der 
Gleichung a, 2 + 6 2 e 4- c, = ist, die' Gleichung (11) in eine der- 
selben Art transformiert werden, in welcher c, = ist: wir konnen 
also c, = voraussetzen. 

1 ' 1 f) '. 



2 



Die reduzierte Gleichung P&J = besitzt wie vorher die Partikulai- 
lo sung 



II. Yoilstandige Gleichungen. A. 
Setzt man 



worm 



/Q _Ji /a ^o 

Ps ~ a" > Po ~ 

61 + ^ - 9 

ist, so geniigt ^ der Differenzengieichung 

Pfo) = 2 ff 2 . 
/J) 6l+6s _ ->=,<). 

Die reduzierte Gleichung P(^/J = besitzt die beiden Partiknlar- 
losungen 



sodaB ilire cdlgemeine Losung eine gauze rationale Funktion von 
1st. Hier kann nur durcli die Substitution 



das Glied c: der rechten Seite YOU (11) zum Yerscliwinden gebracht 
werden; aber dafiir gestaltet sich die Losung der Gleichung (11) 
mittels Variation der ;; Konstanten" durch die Kenntnis zweier Losungen 
der reduzierteu Gleichung besonders einfach. Da hier a : = a- 0; 

a 2 = ~ - , & 1 + l>2 ^ ~9" U11( i nac h den angegebenen Transformationen 
q == ; c^ = ist ; so lautet die transformierte Gleichung (11), wenn 

man noch durch r/ clividiert und = &, -'- = A,, -- = A 9 setzt: 

a^ ' <L> [ ; a.> 

(11*) (^- 4- &*0 A 2 ?/ :C ~ (2a? + b ~ 1) A^ ; + 2^ = A L x + A 2 x 2 . 
Zwei. Partikularlosungen der reduzierteu Gleichung sincl 

(i; #(;'; - 1'. 12) , ?; 1 

u J --= - - ----- , ?/'' = ;+ ., : 

^.t; ^> i J -,c '2 ' 

daher lautet die allgerneine Losung von (ll : - : )-', : 

/1 -\ ^1) "ST' -'1i + A,X (1) , 1 2) "^1 yli -^- --'loiC (2^, 

(lo) y x = 2/, ; 2r ^t&"~ ^ - 1 ?y - ^ * + ft" >H- ! : 
darin ist 



198 8. Kap. Differenzengleichungen mit linearen Koeffizienten. 



also: 



(1) _ 233+6 

-"" 



Der Ausdruck unter der ersten Summe 2 in (15) lautet, in Partial- 

briiche zerlegt, 

a /?# + r 

+ 6) (a; + & + 1) ' 



die allgemeine Losung der Gleichung (11*) hat daher die Form 



darin sind o l und a> 2 willkiirliche ;; Konstanten", Jt!(^) eine rationale 
Funktion, G^^) und (r 2 (^) ganze rationale Funktionen von x und 

^(x)-= ..... -j- ' Insbesondere ergibt sicli fiir b = 1, ^tj == ^L 2 = 1 
als allgemeine Losung der Differenzengleichung 



die Funktion 

y x = 2 (x~- 1)- + a;(^ -r 1) V(x) + co l x ^ 



(., 

s*~ 
B. Die rechte Seite 1st von der Form / t x ~ l F(f)dt. -) 

^i 

A-Vir wollen auch hier, wie bei den Differenzengleichungen mit 
konstanten Koeffizienten^ den Fall betrachten, da-B die rechte Seite 



/ 
t c ~ l F(t)dt ist, die vorgelegte Gleiehung also lautct 
>i 
(in der synabolischen Schreibweise: 



Wir setzen wieder 



1) Vgl. l. Kap., II, C: Mario/f, 1., S. 100; Nielsen, 1., S. 261; log bedcutet 
iminer den natiirliclien Logarithmus. 
2} Hey maim } t., 1. c. ; W. 
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in die gegebene Gleichung ein und erhalten ahnlich \vie friilier 
uiiter a): 

/ ** 

at. 



Wir bestimmen. nun V(f) durch die lineare Differ entialgleichnng erster 

Ordnung 

d(ib(t}V(t}} 

t -^- ---- 



aus welcher sich mit Benutzung der friiheren Bezeichnungen als 
Pavtikularintegral 



V(f) %(f)ft(f)F(f)dt (t Q beliebige Konstante) 

t 
eribt ; worin 



1st. Die Grenzen ^ und ^ miissen. nun so bestimmt werden, da6 



dt\ - 



wird: dann stellt 



erne Losung der vorgelegten Gleichung dar ; falls das Integral iiber- 
liaupt einen Sinn hat. 

1st das zweite Glied der vollstandigen Laplaceschen Grleicliung 
eine beliebige Funktion f(x), so erbebt sich. die Frage, ob man eine 
Funktion F(f) durch die Funktionalgleichung 



bestimmen kann: ahnliche Funktionalgleicliungen sind durch die Unter- 
suchungen von Voltcrra, Lc Houx, Pinclierle, Mellin, besonders aber 
von Fredholm, -HUbert, Frit. Schmidt u. a. (die sogenannten , ; Integral- 
gleicliungen") neuerdings in den Vordergrund des Interesses getreten; 
doch wlircle es den Rahmen dieses Buches iiberschreiten, naher auf 
dieselben einzugehen. 

- Die Differ enzenleichung 



1) Hey m arm, 1., S. 315. 
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wird zunachst durch die Substitution 

u x 

y* "" r(a + x~i'j 
in die vollstandige Laplace sche Gleichung 

(ft + zK + 2 + ( a + & #X + i T- c ( c ' + x ~ !X = f(%) f(cc + x) 

transformiert; die Losung derselben hangt also von der Funktional- 
gleichung 

t / V- 1 F(i) dt = f(x) r( + x) 

*i 

ab. 1st insbesondere f(x) eine gauze rationale Funktion von x, welche 
nach den yornergehenden Auseinandersetzungen im allgemeinen auf 
eine lineare Funktion X^ + K^X reduziert werden kann ; so zerfallt cliese 
Funktionalgleicbnng mit Riicksicbt auf die Identitat 

(x + y^x) r( + x) = y, r(a + x) + ^ f(a + x + 1) (x ^ ^) 
in zwei ganz gleichartige ; deren erste 



durch 

F(f) = x^'e-'; ^ = ; # 2 = c^ (3i( a + s) > 0) 
befriedigt wird. 



Xeuntes Kapitel. 

Verlialten der Losuugen liomogeiier liuearer Differenzeu- 
gleiclniHgeii iin Uneiidliclieii, 

I. Der Satz von Foincare. *) 

Urn den Sinn des Pomcars'sehen Satzes zu verstehen, mussen wir 
einige Bernerknngen vorausschickeu 2 ): Es sei gegeben eine homogene 
lineare Differenzengleiclmng mit konstanten Koeffizienten 

!/* + -f i^ + -i + - + a n y x = 
die Wurzeln a 1} o; 2 , . . ., a n der charakteristischen Gleichung 

/l + a cc"- l + -f . /4 = 
seien alle von. einander yerschieden und zwar 

. Cl > 2 i >:c 3 !>--->; i - !> ) 

Dann lautet die allgerneine Losung nnserer Differenzengleichtmg 4 ): 



worin die & k willkiirliche ; ,Tvonstanten" (d. h. periodische Funktionen 
mit der Periode 1) sind: wir wollen aber liier der Einfaclaheit wegen 
nur solclie Losungen betrachten, in denen die o k wirkliche Konstanten 
sind, die wir detngemaB mit c k bezeichnen. Es 1st daher 



Gfeht nun x airf der positiven reellen Aclise ins Unendliche, so wircl 
im allgemeinen 

lim y * + 



1) Poineare, 1.; W. 2) Ygl. Perron, 2., 1. 

3) i oj | bedeutet den absoluten Wert von a.. 4) 7. Kap., I. 
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]$ur ausncihmsweise, wenn namlich c l = ist, also fiir etvras 
weniger allgemeine Losungen wird lim ~ = ct 2 ; fiir noch weniger 

allgemeine Losungen, in denen auch c z = ist, wird lim = 3 usf.; 



a; - o 



fiir die einsige Losung y x = c rt c^ *) ist lim - x - = u n . Der Quotient -^- : --- 

x=x Vx ' y x 

strebt also, wenn x ins Umndliclie -wachst, im allgemeinen der grofiten 
Wurzel der cliaralderistischen Gleicliung zu. 

Dies gilt auch noch ; wenn einige Wurzeln einander gleich sind: 
es sei z. B. n = 5 ; ! = 2 , <^ 3 = 4 = 5 , '^ | > |c/ 3 |; dann ist 2 ) 



also 



und daher wegen ~ < 1 ; falls nicht gleichzeitig ^ = und <? 2 = ist ; 
lim --- T - 1 - = ^ 5 (wenn c l = c. 2 = 0, so ist lim -' * + 1 - == ^ 3 ) . 

x^x y x \ ~ x = oo 2/a; ' / 



Wenn zwei yon einander verschiedene Wurzeln gleichen absoluten 

i/ 
Betrag haben^ so gibt es Losungen, fiir die der Quotient --~ f ~ 1 - fur 

J x 

lini j>' = cc iiberliaupt keineni Grenzwert zu strebt; clenn ist etwa 

c -i = ^2!; so ^ s ^ 2/a; = c i cc i x + r; 2 c 'i' l> e ^ ne solche Losung ? fur die der 

"?/ 
Grenzwert lim -- t " r nicht existiert; aber auch in diesem Falle gilt 

x x Vx 

noch der obige Satz, wenn die Wurzeln, welche gleichen absoluten 
Betrag besitzen ? nicht diejenigen vom groBten absoluten Betrage 
si ad. Xach diesen Vorbemerkungen kommeii wir zu dem Satze 
von Poincare. 

A. Alle "Wurzeln der ,,ch.arakteristischen Gleicliung" haben 
verschiedene absolute Betrage. 

Lelirsate: Wenn in einer liomogencn linear en Differenzenc/leidnmc/ 

(A) P(yJ = y x + n + p^y^^ + - - - + P y x = 

die Koeffizienten pf 7 p^ 7 . . ., p ( x l ~ l] endlichcn Werten a OJ a u . . ., a n _ l 

1) Losungen, die sich nur durch eine multiplikative Konstante unterscheiden, 
werclen nicht als verschieden a-ngesehen. 

2) 7. Kap.j I. 



I. Der Satz von Poincare. A. 203 

zustreben, sobald die Vcr underlie] te x auf der positiven redlen Achse ins 
JJnendlielie geht l \ and icenn die Wurzdn u ly a' 2; . . . ; a n der ^ekaralde- 
ristischen Gfleicliung" 

clem alsoluten- Wcrte nacli von einander vcrxchieden sind, and zwar 

so ixt im allgemeinen 

lim ' X " F1 --=-=: r:., . 

Beweis: Wir fiihren den Beweis fur n == 3: dann lautct die vor- 
gelegte Differenzengleichung 

/ -i \ I (-) I (0 I (^) / \ 

worin limy)^' a k (/' ~ -- ; 1 ; 2) ist. I)i(^ Wurxeln a } ft } y dor Gloi' 

.1: - oc 

(2) 5 . ( . ff2 ^ + i5 _i. rto -o 

seien von einaudcr verscbieden und zvv;ir a\^> ft\^'\y\. 
Wir set r /(ui nun: 

(3) , A', ! )>i->f,, 



1) DIIH JKl /-. 13. <l( k r I^all, wonn dio l)iiriiL t (;n/( l .n n '-l(>ic,liun^' die. .Konn ha,t 



diit /^ I'olynonio *"l<U('lioii (JradoK in x Kind. - ..... Isl, jillgumoinor /H"""^ 
(/: -- - 0, 1, . . ., >/) c.in Polyiioin voin (irade //, --/ -| /'>', <> IvUii'ti man durch cine 
Substitution von der Form. 



(irroicbon, daJj ;ill<i K'oot'fi'/icni.cn donsc.Jbon (irad / -[ nr -~~ l. fl b(Hiixcn; wiihlt 
mi'in <lie b als Wur/.oln von V\}" ] ~ 0, KO Juibi sic.h <lcr l^aktor (n: />,).. .(,r ^ y .) 
bcraus, und a,llc, Koorfi/icni.oii habcn den (Irad / -|- (n--- t)r ; /. ;/ r. I Hi, 
(,. --. / () /; ^ () //;), HO (UTtucJit man durc/b di(^ Substitution 



worin nun die />/ Wumdn der Glciclunio- / > j." ! ..-.. o sincl , da,I\ Hiimtlicho Koofli- 
zienten den Orad / r besitzon. (VV.) 
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also: 

(6) u* + i = X,+i+Y x+1 + Z, + i> 



Aus (4) mid (6) bzw. (5) und (7) folgt: 

X x + 1 - cX, + Y, +1 - /J Tf, + Z x+1 - ? Z X = 0, 
a(X x+ , ~ X r ) + 0(1^,- /3Y-J + KA + 1 - J^J = 0; 
claher 1st, wenn K einen Proportionalitatsfaktor 
(9) X^-ccXt+tf 



Ferner ergibt sich aus (1), (3), (4) ; (5), (8), (9), wenn noch 

3* H- P 2 2 + P^ 2 + P f = P( 

gesetzt wird: 

7 )( 7 -)7i = P()A;+ P(/)Y X 



Setzt man diesen Wert fur K in (9) ein und zur Abkiirzung P() = -^> 
P(/3) = 13, P(/0 = C> so ergeben sich die Gleichungen: 

(12) Z x + l =y Z x + ^_^ -_ a , (AX x +r>Y x + C^). 1 ) 

Fur geniigend groBe x werden die GroBen A, 15, C beliebig klein; 
wir konnen dalier eine positive Zahl e so wahlen, daB, wenn gleichzeitig 

' x Y x Y -^ . ^;. ul 3;., ^ . . , 

Y > ~X 7 Z'-> ~Z > > X e L, '' X, <l Wird '' 
X Z i X Z ^ . , Z r . ul ' ^ r 

Wenn : -^ ; "Y ; ! y ; "y- > lSt ; ' ' I -~' < 1 WlTCl '. 

r z r ^ ' . , z.,,.-, z x ^ , . , 

wenn -^ , - v , -^ , , -rr > ist, ' : - x <1 wird. 



'- X -r 1 



1) In der Arbeit von Poiiicare. 1., sincl diese Gleichungen uniichtig an- 
gegeben. 

2) Der Index x ist der Einfacbheit weo-en forto-elassen worden. 
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Es existiert namlich eine von x abhiingige positive GroBe d derart, daB 

z.B. die mit '-, --- r : bzw. ; *- T i nmltiplizierten GroBen 

, '. P) w ~ ") : ( ~ ft 0' ~ y) ; L 

\A., -ft, \C\ fiir geniigend groBe x samtlich kleiner als S werden. 
und lim d = ist: daher wird nach den obigen Voraussetzungen der 

Quotient 

Q= x X " 1 : X* <: ~ -- -;--'-2v (aus (10) und (11)). 

Wahlt man nun eine positive GroBe a derart, daB - < a < 1 ist ; 
und bestimnit s durch die Gleichung 



so wird auch liin = und es 1st 



A^naloges gilt fiir die beiden anderen Quotienten. 

Wir nehmen nun x so grofi an ; daB die positive Zahl E kleiner 

als 1 wird. Wenn dann H die groBere der beiden GroBen : -^ \ und '. -^ 
bedeutet ; so ist H eine Funktion von x, welch e in dern Interval! 
zwischen und stets abnimmt. 2 ) In der Tat konnen mit liiicksicht 

8 ' 

auf die Ungleichungen < H < : und ^ s < 1 zwei Falle ein- 

treten : 

IT Y" ' ' Z ' 

H =\-Z >\X : 5 
dann ist 

1 V 1 "\ r V ' "V ' V : 

-V J J. ff j V. u\. -1 . w ^ 

-Y =7I > > 'I '_-B>e, > 7 ;>-y>^ Z >1>*, 

also nach 



d. h. Y c ; und daher H nimmt zwischen und stets ab. 
2. Fall: 

H ^ "X > "X ' ' 
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dann ist 

: ~Y | > .' ~Z \ \ '. 
also 



d. h. ! ~ : und daher H nimmt zwischen und stets ab. 

Daraus folgt, da lim = 0, daB H mit unbegrenzt wachsendem x 
gegen Null konvergiert 1 ), es sei denn ; daB H Yon einem gewissen x 
an stets groBer als bleibt, in welchem Ausnahmefalle H mit x ins 
Unendliche wachst, In diesem Falle nimmt ; ~ in dem Intervall zwi- 

-j ; -i 

schen und stets ab; denn es ist mit Riicksicht auf die Ungleichung 

< -X- < entweder: 
i * . - 

1 H= Y > > > r > 



oder: 

2. .H = ^ > > ' > f ^ 

Y Y ^ \ 

also in beiden Fallen nach Obio*em 



d. h. \-y nimmt zwischen e und stets ab; daher konvergiert .-^- r - \ 
rnit unbegrenzt wachsendeni x im allgememen gegen Xull uncl nur aus- 
nahmsweise ; wenn es namlich YOU einem gewissen x an stets groBer 
als bleibt, gegen oo . 

Es sind also drei Falle moglich: 
1. Allgemeiner Fall: 

Z y u 

lim^ = 0-), lim -^.^lim -^ = ; lim -^- 1 - = a (aus (3) und (4)). 

_ : ^ u x 

1) Zunachst gilt dies nur,wenn x in ganzzahligenlntervallen x-\-u(u,= l, 2,3, . . .) 
wachst; da diese Abnahme von H aber furies x (von einer gewissen Stelle'an) 
statt hat, so kommt in der Tat H fur geniigend grofie x der Xull belicbig nahe. 
Bleibt bestandig H<s, so konvergiert wegen lim t = ebenfalls /fruit un- 
begrenzt wachsendem x gegen Xull. x = *> 

2) lim ^ lim . 



2 . Ausn almiefall : 

lim if = oo. lim -^ = lim I -,- r : = 0: Km- 1 - 1 - == /3. 

,1 j 1 | ' ^3; 

3. Noeh grofierer Ausnahmefall: 

lim #= lim -y = co ; lim * = lim J =0; lim -^ = y. 

Q. e. d. 

Dieselbe SchluBweise lafit sick auch auf Differenzengleichungen 
lioherer als dritter Ordnung anwenden ? docli ist dann naturgemaB die 
Zahl der zu unterscheidenden Falle eine viel grofiere. Perron 1 ] hat 
fur ganzzahlige x ^ den Beweis des Pomcare'schen Satzes durcli 
Metlioden ; die der Theorie der rekurrenten Reihen adaquat sind, fiir 
die n iG Ordnung wirklich durchgefuhrt, wobei allerdings fraglich bleibt, 

welcber Wurzel der ?3 charakteristisclien Gleichung" der Quotient -**~ 

u x 

im allgemeinen zustrebt; in derselben Arbeit gibt er jedoch durcli 
vollstandige Induktion noch einen zweiten Beweis ; der zwar viel kom- 
plizierter ist, dafiir aber auch mehr leistet, indem er den Poincareschen 
Satz folgendermaBen prazisiert: Die Differ em engkichung (A) lesitst 

untcr der Voraussetzung p^ =4= (fur x = 0, 1 , 2 7 . . .) n Fimdamental- 
losungen y^\ y^\ . . ., y^ von der Art, daft 



ist. Daraus folgt, da fiir i < k nach Voraussetzung !a z :> \a k ist, 



* = "i^-i V* \i 

also: 



und daher: 

lim - r I* 1 r + 1 *.** '- ^ ""/J 1 ^ 



1) Perron, 1. 

2) Bei der Beschrankung auf ganzzahlige x sind die willkurlichen G-roBen c k 
wirldiche Konstanten. 
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Insbesondere folgt fiir v = n, daB fiir cine (bis auf einen kon- 
stanten Faktor) einzige Partikularlosung y ( ^ die Bezieliung 

,,() 
lim ^ = a 

* = > Vx 

gilt, worin a n die Jdeinste Wurzel der ; ,charakteristischen Gleichung" 
1st, entsprechend unserer Bemerkung iiber die Differenzengleichungen 
mit konstanten Koeffizienten. Diesen Satz hat (fiir den Fall, daB die 
Koeffizienten p^ rationale Funktionen von x sind) bereits Pinclierle^) 
gefunden; er nennt die zur kleinsten Wurzel der Gleicbuug (B) ge- 
horige Partikularlosung die ,,ausgezeichnete Losuncf. 

B. Die charakteristiscrie Gleichung besitzt "Wurzeln von gleichem 

absoluten Betrage. 

Aus dem Beweisgange des Poincareschen Satzes geht liervor ; daB 
derselbe auch noch gilt ; wenn einige Wurzeln der Gleicliung (B) 
gleichen absoluten Betrag besitzen, vorausgesetzt, daB dies nicht 
Wurzeln vom yrofiten absoluten Betrage sind ; also in unserem Falle ; 
a ! "^> i ft ist: anp.li Tiler ist ini all o i em einen (d. h. wenu 



ist mcni nur : /J = y , sondern auch /3 == y, so setze man: 



woraus 



folgt. Setzt man ferner: 



1) Pinclieiic, 3. 
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so eribt sich 



worin A', B , C' lineare Funktionen von A, B, G sind, deren Koeffi- 
zienten von X r , Y v und Z x abhangen. Die GroBen A, B, C konver- 
gieren gegen jSTull ; wenn x ins Unendliehe wachst, mid, wie die 
vorigen Betrachtungen zeigen, im allgemeinen aucli A ', 7?' ; C'] dalier 
ist irn allgemeinen: 

lim "' = 0, lim v <r = : lim U ' 1 ' '" l = c:. 

. = oc-\- . t - = x-\r .r = =c ",< 

Dagegen gilt diese SchluBweise nieht melir, wenu cinige Wurzelo. 
Torn groBten absoluten Betrage einander (absolut genommen) gleich 
sind, wenn also a = j3 > 7 ist (dahingehort auch der Fall a = /3) l ). 
In der Tat existiert in diesem Falle ; wie Perron' 2 ) an geeigneten Bei- 
spielen zeigt ; fur die allgemeine Losung iiberhaupt kein derartiger 
Grenzwert ; und wenn alle A'Vurzelu gleichen absoluten Betrag haben 
(bzw. einander gleich sind)., so kann es vorkommen, daB fur Jceine 
einzige Losung ein soldier Grenzwert existiert (im Gegensatze zu den 
Differenzengleichungen mit 'konstanten Koeffizienten). 

Aber selbst in diesen Fallen gilt noch der folgende allgemeine 
Satz' r y. Jst a eine Zalil, die dein absoluten \Verte nacli grower ist als 

alle Wurzein der ^cliaralderistiselieri' Gleiclnnig von ('Aj ; so ist lim ^f = 0. 

Heweis*): Man kann zwei Zahleii /; und c derart angeben ; daB 
c < b < a und c gro'Ber als der absolute Betrag samtlicher 
Wurzcln der Gleichung (B) ist. Alsdann betrachten wir diejenige 
Difi'ereuzengleicliung (n -|- l) tcr Ordnung 



welch e auBer den siimtlichen Losungeu der Gleichuug (A) noch die 
Losung <? besitzt, so daB ihr allgemeines Integral lautet: 



worin co eine willkiiiiiche ,,Konstante" und y x das allgemeine Integral 

1} Die entsprechendon EntwLckelungcu von Poincare (1. c.) aind daher un- 
richtig. 

2 V : Perron, 2., 2, und eine Lriefliclie Alittcilimg an den Yerf. W. 

3 s ! Pnnir.ftr/' 1. c-.. 
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von (A) ist 1 ). Die zu (A*) gehorige ; ,charakteristische" Gleichung 
lautet 

(B*) (*-c) (* w + a n _ l 4 n - l + - - + a,z + a ) = 

und besitzt anfler den Wurzeln der Gleichung (B) noch die Wurzel C 7 
die deni absoluten Betrage nach gro'Ber ist als alle anderen; folglich 
gilt nach dem Hauptsatze fur das allgemeine Integral u x von (A*) 

die Beziehung lim rr " M = c. Fur einige Parti kularlosungen von (A*) 

x - =c U v 

kann allerdings eine Ansnahme von dieser Regel eintreten ; insbeson- 
dere f'iir die Losungen der Grleichung (A) selber. 

Von einem gewissen Werte X Q der Veranderlichen x an ist nun 



und daher fur x = x^ -j- v (y positive ganze Zahl): 
also 



folcrlich ist, da -- - < 1, 

; a 



lim ' w - ; 



wenn x in ganzzahligen Intervallen wachst.-) 

Diese Beziehung gilt auch fur die oben erwahnten Ausnahme- 
losungen. da eine seiche Losung stets als Differ enz zweier niclit ex- 
zeptioneller Losungen von (A*) dargestellt werden kann: sie gilt also 
insbesondere auch fur alle Losungen der Gleichung (A), d. h. es ist 

lim ^ = 0. Q. e. d. 

Fiir den Fall, claB alle oder einige Wurzeln der Gleichung (B) 
gleichen absoluten Betrag besitzen, haben Ford B ) und Perron 4 } nach. 
verschiedenen Richtungen tiefgehende Untersuchungen angestellt; die- 
selben in extenso wiederzugeben, wiirde den Rahnien dieses Buches 

1) Ygi. 2. I\ap., VI; es ergibt sich 



also lira r = c . 



2) Vgl. die Bemerkung 1 am Schlusse des Werkes 
3, Ford, 1. 4} Perron, 'J., 3. 
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weit iiberschreiten, docli soilen wenigstens die beiden Haupttheoreme, 
die sich allerdings nur auf ganzzahlige x J> "bezielien, ohne Beweis 
hier mitgeteilt werden. 

I. Satz von Ford: Wenn in der Differ enzengleiclmng (A) der 
Koeffizienl p^ (k = 0, 1 ; . . ., n 1) mit unendlicli waclisendcm x derart 
gegen die Grenze a k Jconveryiert , daft die Different p ( a } . von der- 
sdben Ordnung unendlicli Idem wird wie der Au-sdmch r '- y u'o t(x) 

oc 

eine solche positive Funldion von x ist, da/3 die Pieihe ^^ r ^ XlJ l:on- 

*~B- #! 

ar 1 - x -!- 1 

(11 \ 

z. B. T(X] = ;- , j , v (y > 0) usf. } , wenn ferner a n H= 

x (In ,7;) ^ J 

ist und die Wurzeln a l7 2 , . . ., a n der Gleichimg (B) von einander ver- 
schieden sind, o'ber aile denselben Modul p halm, so nimmt die all- 
gemeine Losung von (A) fur yanzzaJilige Werte ron x, die yrofler sind 
ais eine lestimmte ZaM, die Form an: 



tt'orin c lf c 2 , - .., c n w-illltiirliche Konstanten sind, wdlirend x fur 
x = oc von derselben Ordnung unendlicli Idein wird wie der Ausdruck 

oc 

T '' r c " 
' v<1/ - fiesitzen nicht alle Wurzeln denselben Modul und sind 

^! 

a-j = x -- 1 

15 2 , .. ., 7< (/^<n) diejenigen, der en Modul den Ideinsten Wert Q 
hat., so exist ierl eine Particular losimy , die fur ganzzalilige x oberholb 
eincr ynvissen Grenze die Form 



annimmt. (Sind nicht alle Wurzeln von einander verschieden, so treten 
entsprecliende Modifikationen dieses Satzes ein.) 

II. Satz von Perron: Sind q l7 q*, . . ., g tf die von einander verschie- 
denen absoluten 'Betrdge der Wurzeln der .,charaJcteristischen" GleicUung 
und ist 6 ; die AnzcM der Wurzeln vom alsoluten Uetraye y- n wobei 
melirfaclie Wurzeln aueh Hirer VielfacWteit entspreeliend zu zdlden sind, 
soda/3 ^ + c, 2 + ' ' ' ^r e (r === n i*t: so besitzt die DifferenzengleicJmng (A), 
so fern ilir letzter Koeffizient p x ; fur alle (ganzzaliligen nicht negatwen) x 
von Null verschicden istj ein 'J^undamentalsystem von Integral-en, die 
derart in 6 Klasten zerfallen, dafi aUgemein fur die Integrale der 
/'"'' Klasse (der en AnzcM gleich e } ist) und der en linear e Verbindungen 
die ReaieMmy 

lim sup ^/y x = q- 

X-CC 

statthat. 
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C. !Bie Wurzeln cier ,,eharakteristischen" Gleichung sind zum Teal 
unendlich oder samtlica gleich. Null. 1 ) 

Wir betrachten die Differenzengleichung 

worin die P^ } Polynome vom Grade p k sind; ist damn p n kleiner a Is 
irgendein p } , (&<n), so wird lim x ,. und daher ini allgem<Miien auch 

lim -*' unendlich. groB. In diesem Falle setzen wir, um die Ord- 

X = cc J ;c 

nuug des Uuendlichwerdens zn eruieren ; 

worin die reelle positive Konstante a so zu bestimmen ist ; daB 

^-i-i 
lim -"^ endlicb bleibt. Dadurch wird die Gleichung ((^) transfor- 

rniert in 



worin p^ ' l ist. Die Grofie u muB nun so bestinunt: warden, 

?c 

dafi die Ansdriicke 



fiir ^' == os alle endlicb bleiben, obne alle o-leicli Null /u SM'IZ. I '<T 
Grad des Ausdruckes (13) in x ist 

^^~~ / ; ./, ~~ p(n 'k) ] 
daher mufi fiir a der klcinste Wert gewiilili- \vpnijn, dcr dtiii I'M 



un 



geniigt. VVeun man fiir a gerade diesen Iclrhisfw WcH- \\iihlt, .,-., 
werdcn alle diese Ungleicliuiio-en erffillt sein und niindrsinis einc drr 
selben wird sich auf eine Gleicliuno- roduxicnvn; daln^r werden all, 
Ausdriicke (13) fiir r = co einer endliclion (uvn/n /ustrehcii, di- mii< 
destens fur einen dieser Ausdriicke nicht o-l^idi Null isi. 



1 2 } o incur c, 1., S. j>:>8 -23U. 
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2.13 



Man kann diesen kleinsten Wert von a atif folgende Weise 
graphisch fin den: man markiert alle Punkte, welche als Abszisse 7* 
und als Ordinate p k haben; darauf konstruiert man das konvexe, so- 
genannte Xetvtonsehe Polygon, welches alle diese Punkte einschlieBt; 
diejenige Seite des Polygons, welche im Punkte (n, p^ encligt, gibt 
dann durch ihren Richtungskoeffizienten (zur nega- 
tiven Richtung der X-Achse) den gewiinschten Wert 



von a. 

Heispiel : 

n = 5 ; PQ = 4, p l p 3 3, p 2 == 2h = 2% = 2. 

Die Punkte A, J3, C, D ? I^ 7 , 1^ entsprechen bzw. 
den Polynomen Pf, Pf ; Pf, Pf, P^ ; Pf ; der 
Richtungskoeffizient der Seite AC (gegen die nega- 
tive X-Achse) gibt den gesuchten Wert von it, also hier a = -1- . 
1st alsdann c k die Grenze des Ausdruckes (13) fiir ^=cx), 
bilde man die Gleichung 




Pig. 5 



so 



(D) s +Cn ^ s -i + ... + CLS} + 6 . Q== Q: 

ist diejenige Wnrzel dieser Gleichnng, welche den groBten absoluten 

Wert hat, so ist im allgemeinen lim- a '^ = a j also: 



1st ferner j7 /( groBer als alle p k (/,; = 0, 1, ..., ^ 1), so sincl alle 
Wurzeln der ,,chM.rakteristischen" Gleichung gleich 0, da 



ist. Um auch in diesem, Falle das Verhalten des Quotienten ----- fiir 

y x 

./; = co zu ermitteln, muB man wieder nach der oben angegebenen 
Methode den kleinsten Wert v T on 4 a aufsuchen, der denTJngleichungen(14) 
geniigt: dieser Wert wircl diesmal nec/ativ sein. Setzt man 



1) Perron (4. u. 5., SpezialfiilLe 8., S, 462 u. 469; vgl. Norlund, 3., S. 1617) 
liat auch diesen Satz dahin prazisiert, dafi jede Polygonseite durcli ihren Rich- 
tungskocl'fizicnten ciucn Exponentcn ^ liefert; und zwar gibt die zujeder Polygon- 
seite geliorige Abszissendiffereuz die Anzahl der Partikularlosungen an, die ,,zu 
dem betreffenden Exponenten u. gehb'ren". (Die Bedeutung dieses Ausdruckes 
luoge aus den zitierten Arbeiten von Perron und Ndrlund ersehen \verden.) In 
deni obigen J3etspiel gehoren zwei Losungen /Aim. Exponenten \- und drei zum 
Exponenten \ . 



214 9. Kap. Yerhalten der Lo sung en li. 1. Diiferenzengleichungen im Unendliclieu. 
so wircl die Gieichung (C) 



man bilde nun wieder die Gleichung (D): ist dann a die Wurzel vom 
grb'Bten absoluten Betrage, so wird im allgemeinen: 

l/x - 1 

lim - " ~x~i l = cc (a ist negativ!). 



D. Der G-renzwert des Quotienten '' 7 " t ~ 1 - fiir x = oc ; 
Verhalten der Adjungierten. 1 ) 

In der Dif 



lonale Ftmldionen von x von gleichem 
^^u^o OCJLJ! sollen 2 ), setzen wir 

x == i n, p^_ s ,__. f/ = (l t (k> = ; 1 ; . . . . n ~ 1) und ?/_ / = w^ : 
dann wird dieselbe: 

Da lim q^ ] == a A ist, so lautet die ,,charakteristische^ Gleichung: 

ihre Wurzeln sind reziprok zu den Wurzeln cler Gleichuug (B'j, 
und es ist: 

1 \ 1 \ l 

u n "^ ,-! "" ^ "\ 

Daher wird nach clem Satze von Pomrarr im allgemeinen: 

liiii ~ n 



1) W. 

2) Allgemeiuer konnen die p i 11 der LTmgebuug von # = ex/ konvergente 
Potenzreihen von der Form 

.,. a, a, 

pW ( j _j_ AI J 12. _;_ f^ = () 1, . . 7;. 1) 



d. h. 

r ^-l 

Inn = <z . 



a/so a? aw/ 6fer negativen reellen Aclt>se ins Unendliche, so l?,on- 
vergiert der Quotient *~ 1 im allgemeinen gegen die Ideinste Wurzd der 

y x 

diardlderistisclien Gleichimy. (Auch. hier tret-en die friiher aiigegebenen 
Prazisierungen ein; die voile Auf Ida-rung des Sacliverhaltes werden 
aber erst die Untersuchungen des 10. Kap ; III bringen.) 

Betrachten wir endlich die , 7 Adjungierte" zu (A) (3. Kap. ; IV, 

Gl. (6): ^ + 1 = v x , p ( x~ k] statt p^ gesetzt): 

v +p (n :\ l] v X1 + jp (ll -? v } + . . 

x ' -^ aj + 1 ;c -f 1 ' -* a; -H 2 z -f - ' 

so ist auch hier: 



also die charakteristische Grleichung wie vorlier: 

a () ^ 6 -r a^' 4 - 1 + + a- il _ l z + 1 = 0, 

und dalier im allgemeinen: 

,. ' 
Inn 



II. Aiiweiidungen des Poincare&cken Satzes. 

A. Approximative Losung homogener linearer Differenzen- 
gleicrmngen. x ) 

Es sei Yorgelegt die DifFerenzengieiclmug 

in welcher die Koeffizieuten. p f ^ endlichen Grenxen a,. (7i; = 0, 1 ; ... ; ^ 1) 
zustreben, wejin x auf der positiven reellen Achse ins Unendliclie 
wandert. Die ;; charakteristische" Glei cluing der Adjungierten von (A): 

1} Pinch crle, 7. 



216 9. Kap. Yerhalten der Losungen b. 1. DifferenzeugleichuDgen iin Unendlichen. 
lautet (nach I ? I) d. Kap.): 



von ihren Wurzeln o k (Jc = 1 ? 2 ; . .., n) radge eiiie einen groBeren 
absoluten Betra als alle ancleren besitzen: 



Dann gilt nach dem Satze von Poincarc fur das allgemeine Integral 
von (A') die Beziehung: 



nnd nach den Anseinandersetzungen des Abschnittes I, A d. Kap. kann 
man ein Fundamentals vstem von Integral en v\ v ( ~\ ... ; v^ der 
Gleichung (A') derart auswahlen, da6 



fiir A 1 1 gieich ^ i; dagegen fur 7j = 2 7 3 ; . . . ; j-i gleich einer der 
ancleren Wurzeln p 2 . (> 3 , . . . ; $ n wird. 

Betrachten wir nun die Gleichung (A') als die urspriiugliche 
Difierenzengleichung, so 1st ihre Adjungierte nach dem 3. Kap., IV, a), 
S. 85 ; die Gleichung (A) selber und y^ = u^\_ l (k= 1 ; 2 ; . . . ; n), worin 

(^ 1 cD -^ ovi A7 . * ^ \ 





ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung (A). 1 ) Zwischeii 
den Funktionen u^ } und v'^ J bestehen zunachst 1 ) die Beziehungen: 



da sich aber ^^1^^,, (v = Q, 1, 2, . . .) rnittels der Gleichung (A') linear 
durch v^ :) , ^ 1? . . ., ^ ?/ _ 1 ausdrilcken lafit mit Koefn'zienten ? die 
rationale Funktionen der p^ ] und ihrer sukzessiven Werte sind ? so 



ist allemein 



eine rationale Funktion der p^ J und ihrer sukzessiven Werte: 
1) ;?. Kap., T, C; 3. Kap, IV. 
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(2) 

2. B. 



W _ P^rn-1 ,^ + K -1 ^ + , t s 

* ^- K -i - - -15- ~ (o _(6j - -' ust - ) 



Da die lj nur Ton den Koefiizienten der Differenzengleichung (A) 
abhangen ? so ist die Wall] des Fundamentalsy stems von Integralen 
der Gleichung (A) und ihrer Adjungierten, mit denen man sich die 
Ausdriicke (1) gebildet denkt, ganz gleichgiiltig, und lediglica die 
rationalen Ausdriicke (2) sind es, die man wirklicli herzusteUen hat. 

Aus (1) ergibt sich nun: 



oder 



Xach den iibcr die v^' 1 geniachten Voraussetzungen ist aber 



follich 



1) I3er tiefere ( : -rund dafiir, daJi die Gruflen Z^ r/: = ^u^ v^']_ sich durch 

i = l 

die Koefiizienten der Drfferenzenglcichung (A; und deren sukzessivc Werte rational 
ausdriicken lassen, licgt darin, daB die Fankrionen uf } und vjp kontragrediente 
Systeme biklen (vgl. z B. Schlesiugcr, Handbuch der Theorie der lineareii Diffe- 
rentialglcichungen, Bd. I, S. 04 66} und daher l^' ] bei entsprechenden (reziproken) 
linearen Substitutionen der u-\! :} und /;.J/' lj invariant bleibt, sodaB das Analogon 
dr-s AppcllscheiL Satzes (siehe 4. Kap., I) in Kraft tritt. Fiir die rekursoriscne 
Berecbnung der l^' } vgl. Pinche-rle, 0., 3. Teil. 
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Grebt man daber in der Gleichung (3) zur Grenze f'iir v = oo fiber, 
so erbalt man 



betracbtet man also die Gleicbung (3) fur geniigend groBe Werte 
von v, so ergibt der Quotient ^'T^ - ^'\ welcber nach (2) eine 
rationale Funktion der Koeffizienten von (A) und ibrer sukzessiven 
Werte ist ; einen angenaberten Ausdruck fiir "^'^^ : u f' ? d. n - ^- as 
Partikularintegral y' x = u- x ,' 3 der vorgelegten Differenzengleicbung (A) 
ergibt sich auf approxinaativera Wege J? durcb Quadratur u ; d. b. als 
Losung einer homogenen linearen Differenzengleicbung erster Ordnung. 1 } 
Sind die p^ insbesondere rationale Funktionen von X 7 so ist aucb 



_ .-- 
eine rationale Funktion von x I = a - '- ), sodafi n 

r ^ 1 * \ //"(*- &,} 

sicb approximativ durcb einen Ausdruck von der Form 



darstellen lafit.-j 

Die bier gegebene Losungsmetbode fur bomogene lineare Diffe- 
renzengleicbungen ist analog der Bernoulli -Lagranyeschen approxi- 
mativen Auflosung einer algebraiscben Gleicbung niittels der Quotienten 
zweier aufeinanderfolgender Sum men von V\ r urzelpotenzen. 



B. Losung horaogener linearer Differenzengleich.imgen 
zweiter Ordnung durch. Kettenbriiclie. 3 ) 

Abnlicb wie man die Wurzeln einer quadratiscben Gleicbung 
durch Kettenbriiche dargestellt liat ; kann man aucb fiir die Losung -it^ 
einer bomogenen linearen Differenzen^leicbuiii^ zweiter Ordnumr deu 



Quotienten ~ x ^ ' in einen Kettenbrucb entvvickeln: Dividiert man iiam- 
lich beide Seiten der Differenzengleicbung zweiter Ordnung 



1) Man sieht leicht, daB dieses Partikularmtegral die (Lis aut' eine ,,Kon- 
stante u bestimrnte) ..ausgezeichnete Losung" von (A) ist (vgl. S. 208). 
-2) Ygl. J. Kap., II, C. 
3) Norland, 1. u. 3.; W. 
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clurcli 'u x +.i, so erhalt man: 



also: 



Auf ahnliche Weise hat bereits Gaufi 1 } fur die hypergeometrische 
Keihe T'(ct,fi,y,x), die ja, wie er in clerselben Abhandlung -) zeigt, 
als Funktion der Parameter ; /3 ; 7 aufgefaBt, linearen Differenzen- 
gleichungen zweiter Ordnung geuiigt ; die Quotienten zweier ;? benach- 
barter" Funktionen 



-/''.> 1 . /3 -- 1 , 7, .7;} / ' (a -f 1 , /? 1,7, .^) 
7''^, &-. 7, ^ J ' >'(^ fr 7 ^) 

durch Kettenbriiche dargestellt. Es fehlt aber bei dieser direkten 
Methode der allgemeine Konvergenzbeweis- speziell f'iir die Gaz-^schen 
Reihen haben liwmann'']. ScUomilcli*-) u. a. die Jvonvergenz der un- 
endlichen Kettenbriiche bewiesen. 

Die im folgendcn dargelegte Enwickeliuigsmethode hat den Vor- 
zug, daC sie ? von einer Identitiit ausgehend, gestattet ; uuter hin- 
reichend allgemoinen Bedingungen den Beweis fur die Konvergenz der 
hier auftretenden Kettenbriiche in verhaltnismaBig einfacher Weise zu 
erbrin^en. Setzt man 



so ist 



1) Gaufi, 1., 2. Abschnitt. Xr. 1-214. 

2) 1. c.. 1. Abschnitt, Kr. 711; vgl. 10. Kap., II. 

3) Werke, XXIII, S. 424ff. ( ; 2 Auft. 1892). 4) Algebraische Analysis, 70. 
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und daher identiscli: 

(4) i\ - 1 - Sl 9 ') 



&n - 4 



1 '^-:3 

Es sei nun die Differenzengleichung zweiter Ordnung 



gegeben, worin p x und g r rationale Funktionen yon gleichem Zahler- 
imd Nennergrade sind ; sodaB 

lim^ = a 1; lim ^ = a. 2 (a t u. a 2 endliche GroBen) 

0:=00 X=:ioO 

ist, und es nioge die ,,cliarakteristisclie" Gleichung 

(6) 2*-L 0i s + a2 _Q 

Wurzeln von ungleicliem absoluten Betrage besitzen: |<^|> /? ! 
Sind ?/ a . 1) und ;?/^ 2) zwei Fundamentallosungen der Gleiclumg (5), 

so ist 2 ) : 



Setzt man nun 



so wird 




daher ergibt sich, wenn noch n -~ '2 an Stelle von n gesetzt, 



wird, 



1) J/^V?^ Den endelige Kjaedebrokfunktions Teori, Tidskr for Math /L >> 
6 (1870). ' ' -~- 

2) ^. /ia 
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uncl folglich aus (4): 



Die rechte Seite dieser Identitat entnalt nur die Koeffizienten der ; 
G-leichung (5) und deren sukzessive Werte, ist also von der^VYahl 
der Fundamentallosungen y^-' und y^ } ganz unabnangig. Wir denken 
uns nun y x J uncl y'~ ! so gewaklt, daB 

2/r ~ i y (2i 

lim a ~., ? ! + = tf ; li m - ~" r 1 ^- T -' = fi r ) 
wird, was nach. Xr. I, A dieses Kap. stets moglicli ist; dann ist 

lim ; ----^"~- : - --T"."^! = .'.. <^ 1^ 
'" = x 2/^ v + 7i 2/.r -i- //, '_ 
und daher 

,- //^ M r, 

lim ', = 0. 

n=oc 2/.;'-;//. 

Foloiicli wird fur n = oo der unendliche Kettenbrucli 



Gran/ analog lindet man ; Avenn wieder y Ol und ?/, v , zwei Fundamental- 
losungen der Gleichung (5) sind ; die Identitat: 



Nun kann man nacli Xr. I ; D dieses Kap. die Losungen y^ J and 
so wahlen, daB 



i y-x- -} 1 i . 2/.r - ;i - 1 1 

lim r ^ '", > ^ im 7 i^ ^ 



1) 2/J.- 1 , die sogeriannte ,,ausgezeiclinetc Losung", ist Lis auf eine ,,Koii- 
stante" bestimmt (vgl. den Sclilufi von I, A dieses Kapitels;. 



222 9.Kap. Verhaltcn der Losungtm h. 1. I>iff<Trii/.rn.rj<.j l .j nn ,,, V ji im rnrn.ili<-hrn 
wird; dann ist 



- ///"' y*' .< 

und folglich 

I iiii "' - 

-//j 1 ',, 

Daher wird fiir >/ = ^ der unondlich* 1 KVtienbrurl 



Fiir x = oo wird 7; r =-- y> r , t = p r { - - * r/ j * 7.,- V ( i '/., . - * * "- , 

' n , "> -, 1 , ^ , , 

litn AT l == /? und folglich liin A'^."' : tlonn Ulriclnuig iTi lirlWi 

fu r ^=:oo die bekannte Ketleubnu-hcntAvicklun^ <l<r klcinon'ii \Vtir/l 
der quadratiscben (Jleichung (0) un<{ iafol f if<<l*ssMi ^'Icichun^ (Hi ntit 
beliebiger Annaborung die Kett<iitH'u<tli<'nt.\\ ickluni^ d<s n"/ipnkru 
Wertes ihrer grofioren VVur/el. Daraus rgihi sirh ^lt-iclr/<M'tiii\ <iali 

T .,(Ii -, , ,.1-. , , ^.r"/! , .".''''I . . - , - , . . , 

J\. und 1 : A , d. h. , und .. incht nh-ntisrh ^joicii -inu, 

.r .,- ^u, ^^.,. 

soclafi ?/ und y sich nicbt durch < k in<' blulii* ^Kousiuntr" uni v r 

- 7 u: J jr 

scbeiden. Die l)eideii fiir all< i (ro^lh-ip ./' konv k r^Mit< i u KrtiiMibriii'lir 
JT 1 ; und A' 1 ." (n - - no) ergrhcn also niittrls ,.<<hi:idnitnr* 
FundanK^ntalh'isungen ?/^' und y/,.'" dcr I )itl't'n'n7MiLrlrii-l 
( : ber die 



Auf (jrund der /W^m/v'srhfii riitrrMi-hurt'j;cn Nr. (, A inn! 
hat Horn 1 -) fur die Losuiitrcii cini'r hoiuo^-iirfi linrarru IhttVn'ir/. 
gleichung, deren Korl'fixi^nton fur r >^ i-mllich.- <iri'!j/\\<-rt- iMv-ii/ 
und allgemcincr einer I)ifrer( i ir/< t ri^I(M<'htiri<.r 



worn 



konvergente o<ler asyin[>t(>tisciir'' Kniim 
der w charakteristis(!hen" (ilcici 



1) f/or^ 1. 

2) liber diesen IJi^riff \x\. ///. A'^//.. i. I>. 
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und bei Beschrankung auf positive ganzzahlige x asymptotische, 
nach fallenden. Potenzen von x fortschreitende Potenzreihen atifgestellt. 
Wir werden indessen ftir den Fall, daB die Koeffizienten rationale 
Funktionen (vgl. die Annierkung zu I, A dieses Kap.) oder konvergente 
Fakultatenreihen sind die Fal'ultatenreilien vorziehen, welche dem 
Wesen der Differenzengleichungen angemessener zu sein scheinen, 
indem ihre Koeffizienten sich leichter berechnen lassen, welche ferner 
die Besclirankung der Variabilitat von x unnotig macben und endlicb 
unter Umstanden wirklicb konvergieren (vgl 10. Kap., Ill und I\ 7 ); 
durcb diese Entwickelungen wird gleicbzeitig der Poincarc'sdie Satz 
in dem Falle rationale! Koeffizienten eine strengere Begrlindung 
und Prazisierung (vgl. den ersten Perronscken. Satz in Nr. I, A) 
erfahren. 



Zekntes "Kapitel. 

Integration der linearen DiflerenzengleictageE 
durcli 1 



Die 

der Analysis, .ersagt im ^^^^^ GMden: 
Differenzeugleichungen, uud zwar aus M Umge bung 

Weim eine Potenaeihe ^(a;) auch z. B. i emer ^ ^.^ ^ 

i^'i^^ 

aB em duektes linse ^^ man 



zu l ic h ge 
Q er uneadliche Determmanten ^ Behan . infedi genug 

W orden sind, so sind dock die ^~ e D e e n terminall ten im allgemeineu 
Oder iiberhaupt tmbiauehbar, md em die D em ^^ Dftr _ 

nicht konvergieren. Dagegen ^^^^^^ uncl den BpSter 



der n!an ^ei8, da6 sie erne g tmis.endent 

der DifferenzengleichuQg 



, 



eine ee ellen, so konnte n:an die 



lexe 



Werte zugelassen. 



u x = c o + c i x + c. 2 x'--r 
an, so ergibt sick 



also das Gleichungssysteni 



Nimmt man von den a r zunachst nur die ersten n + 1 Glieder imd 
schreibt die ersten n + 1 Gleichungen hin 7 so erhalt man fiir ft <^ n : 



worn 





A 


_ .J._._. > 




1 


1 


1 1 - . 


1 


-1 


C) 


C) (?) 


C) 





- 1 


OC) - 


C) 








- 1 ( *) 


C) 



; 

ist und D^ k " rl) aus D n dadurcli hervorgelit^ da6 in D n an Stelle der 
(&-+ l) ten Kolonne die Ivolonne 1, ; ; 0, . . . ; gesetzt wird (ins- 

besondere wird c n = '-^ ' == -^ j\ man wiirde also die c k in 
der unpraktikablen Form 

c k = lira ; ' 

'/?. = CO '>t 

erkalten. Benutzt man dagegen z. B. die Integraldarstellung 



i 



1) Ygl. S. JTop., II, A, Beiapiel. 

Wallenberg: Lineare Differenzengleichuiigen. 



228 10. Kap. Integration der linearen iJitfcrenzengleichungrcn durch Reihen. 
so ergibt die Taylor sche Entwickelung: 

00 

1 ra*Q(x}-\ 1 



Andere Beispiele far die Umwandhmg der Losungen linearer Diffe- 
renzengleichungen in Potenzreihen werden an geeigneten Stellen folgen. 
An Stelle der Potenzreihen treten bei der Darstellung der Losungen 
linearer Difierenzengleichungen andere Entwickelungen: insbesondere 
sind es die bereits von Stirling 1 }, sp'ater von Binet z ), Sdilomilcli^ u. a., 
in neuerer Zeit yon Jensen*], Pincherle''}, Nielsen*) und Landau 1 ] be- 
handelten Fakultfitenreihen von der Form 



die hier die wichtigste Rolle spielen, was unter andere m schon daraus 
erhellt, da6 in. vlelen Fallen, wo die (nach fallen den Potenzen von x 
fortschreitende) Potenzreihe asjmptotisch divwyierk, die entsprechende 
Fakultatenreihe Itomergitrt. Die Fakultatenreihen sind hauptsachlich 
dadurch ausgezeichnet, daB sie, wenn sie fiir x = X Q konvergent sind, 
auch fiir jedes x = x l konvergieren, fiir welches 9t (x 1 } > 9i (X Q ] 8 ) ist, 
soclaB ihr Konvergenzgebiet eine Halbebene ist, die links durch eine 
Gerade $l(x) == /, begrenzt wird 9 ) (mit AusschluB der Punkte 0, 1, 
2, . . .). Eine Fakultatenreihe ist in einer gewissen Umgebung 
jeder (von 0, 1, 2, .". . verschiedenen) Stelle im Innern ihrer 
Konvergenzhalbebene yleiclimafiig konvergent 10 ); sie stellt daher nach 
eineni Satze von Wcierstrafi lr ) in ihrer Konvergenzhalbebene eine mit 
eventueller Ausnahme der Punkte 0, 1, 2, . . . (die dann eirifache 
Pole siud) regulare analytische Funktion dar und darf dort beliebig 
oft gliedweise differentiiert werden. L2 ) 

Die Fakultatenreihen sind aufs eDgste venvandt mit den Inte- 
o;ralen von der Form 



1) Stirling, 1. 2) Binet, J. 3) Schlmnilclt, 1. 

4) Jensen] 1., 2., 3. 5; Pinchcrle, 10., 11., 12. 

6) Nielsen, 1., 2., 3. 7) Landau, 2. 

8) y\.(x] bedeutet ,.reeller Teil von :/j u . 

9) Den einfachsten Beweis dieses Satzes siehe Ijei Landau, 2., Satz I 7 
S. 157 ff. 

10) Landau, 2., Satz II, S. 101. 

11) Zur Funktionenlehre, Berlin. Ber. 1880, 723 726. 

12) Landiu, 2., Satz III, S. 164. 
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die besonders von Pmcliede 1 } ausfuhiiich behaudelt word en sind; beide 
Ausdriicke konnen unter gewissen Bedingungen in einander iibergefuhrt 
werden.-) Die Darstellung einer Funktion durch eine Faknltaten- 
reihe ist dndcutig; d. li. wenn zwei Fakultatenreihen einander gleicli 
sind ; so mils sen die Koeffizienten der einzelnen Fakultaten einander 
gleicli sein ; oder nocli anders ausgedriickt: die Fakultatenreihen ge- 
statten keine Xullentwickelung. 3 ) 

AuBer den Fakultatenreihen kommen fur die Darstellung der 
Losungen linearer Differenzengleichiuigen zunaehst nocli in Betracht 

CO 

die Partialbruchreihen von der Form ;> / 7 '- auch bier ist die 



Darstellung eine eindeutige. Fiir die Umwandkmg dieser beiden 
Reihenarten in einander elten die elementaren Formeln: 



und umgekehrt: 



Ferner sind zur Darstellung der Losungen geeignet die Binomial- 

^ ^ /^. _ -^\ 
reihen ^, a n \ )> welche ebenso wie die Fakultatenreiben eine 

w = 

Konvergenzhalbebene besitzcn' 1 ); jecloch gestatten diese Reihen eine 
Nnllentwickelung, wie das einfache Beispiel 



zeigt." 1 ) Aus dem Integral Q(x) erhiilt man eine Binomialreihe 

CO 

inittels der Formel [1 - (1 - )] =^ (- l)' s ( ~ (1 - t^. 6 ;. 



.v=0 

Endlich sind noch die hypergeometrischen Reihen von Wichtig- 
keit ? welche Potenzreihen ; Fakultatenreihen und Biaomialreihen in 
sich enthalteii 7 insbesondere die schon Eider bekannte,, von (jl-aufi, 

1) Pincherle, 13.; vgl. Landau, *2., 7, und Nielsen, 3., S. 115 tf. 

2) Nielsen, 3., S. 23011 :>; Nielsen, 3., S. 238. 
4) Landau, 2., 5. o) Vgl. Nielsen, 3 V S. 127. 
<>) Nielsen, 3., 49 uud 96, Satz IX. 

ir>* 
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Rummer und Eiemann nach alien Itichtungen durchforsclifce Gaufixclie 

Seine 1 ) 



in welcher # gewohnlich die R-olle eines Parameters spielen wird. Ihr 
Zusamnienhang init der Gammafunktion wird durch die von (rftufi 
gefundene Forrnel 2 ) 

(5) F(,P, y ,V^f(,P,ti- r $^^ (*<?--/'< 

vermittelt, welch e sich am einfachsten aus der Eider schen Integral- 
darstellung 3 ) 



fiir # = 1 ergibt 4 ), wenn die Formel fur das sogenannte ,,erste Euler- 

sche Integral" 5 ) 

i 

(6) ~ ' 



zu Hilfe genomnien wird. Von den tibrigen zahlreiclien Eigenschaften 
der Gaufiscken Reihe werden diejenigen^ welche wir fur unsere Zweoko 
gebraucheu ; an der betreffenden Stelle angegeben werden. 

I. Lineare Differenzengleichuugen crster Ordnung. 

In diesem Abschnitt sollen hauptsachlich solche linearen Diife- 

reuzenorleichung-en erster Ordnung behandelt werden, die niit der 

~ ~ ~ 

Tlieorie der Ganirnafuiiktion in Zusammenhang stehen, insbesonderc 
aucli niclit homosene Gleichuni^en. Wahrend aber von den moisten 

yy o 

in der Theorie der Gamin afunktion auftretenden Fimktionen, x. B. den 
Funktionen P(x) und Q(x), naturgemaB erst naclitraglich gezeigt 7,11 
werden pflegt, dafi dieselben lineare Differenzengleiclmngen befriocligon'' 1 ), 

1) Gaufi. 1. 

2) Gaufi, 1., Xr. '24; i'iir komplexe , |3, 7 Wciertlrafi, 1. 

3) Eider, 2b., Bd. "2 (1769), (1827), 230 ff.: A'ummcr, 1., S. i:Jrt if., i., S. t>M; 
vgl. Nielsen, %.. 65. 

4) Auf diesem Wege hat Kummer {!., S. 138HV; die 6Vm/3sche Formc.l 
Ffa, /5, 7, 1) hergeleitet, 

5) JEwZe-r, 2b., Bd. 1, 213247; Bd. 4, 78354. Legend-re, I. Einen ^ariss 
kurzen Beweis fur die Formel ;6) gaben Jacob i (Jour, fiir Math. 11, 307} ximl 
Diriclitct (Werke, Bd. 1, 308): vgl. Nielsen, 3, (50. 

6) Siehe z. B. die Arbeiten von Mellin, 1., 2., 3.: Nielsen, :i., 0. 
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wir hier, soweit es ir^end moglick ist, mngekehrt die Keilien- 
telungen fiir diese Funktionen direkt aus den Dift'erenzen- 
ngen herleiten, denen. sie geniigen. Soweit dies nicht moglich. 
rden wir fiir die Ableitung cler Resultate in cler Kegel anf die 
L Yerweisen, am den Umfang dieses Abschnittes nicht gar ?AI 
iszudehnen ; deun die Mannigfaltigkeit der Entwickelungen ist, 
r sehen werden, iiberrasolieud grofi. 

A. Hornogene G-leichungen. 

GleichiUigen wit linearen Koeffizienlen : 

(a x + V) y x + 1 -(cx + d] y x - J ) : 
3n konnen durcli eine einfacbe Transformation (vgi. 2.) airf 



it werden. Ihre allgemeine Losung lautet: 



.st aucli 

r(i) r (x a) 



irtikulaiiosung. Setzt man uun in Formel (5) der Einleitung 
Kap. 7=1, 7 ft = 1 /'3 ---= x, so wird: 



r ir liaben also fiir eine Partiknlaiiosung unserer DifFerenzen- 
ng eine Binomialreihe gewonnen : dieselbe konvergierfc fiir 
z) > 0. 

Gleidmnyen mit (jiiadrak'wltvn Koeffizicnicrr): 

eine Substitution x ^-- x' -*r S kann L 2 zum Yerschwinden ge- 
werden; dann lautet die Gleichung, wenn wieder x statt r/ 
5 ben \vird: 

(x ci) (oc / j) y c j. i = c x (x + cfy y ,. : 

iilit durcli die Transformation 7/ itf = </tfc c liber in 

(^ K) (X ft) U ,._._! = ;^(^; -)- d')U. c . 

W. -2-. Tr. 
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Wir betraehten nun den Fall a t = l) i : d. h. r/ = (# + /3): dann 



lautet die allgemeine Losung: 



, = , r J~ 

darin ist 



eine Fakultatenreihe in #, konvergent fiir 9i(^ c^ /3) > 0. 
Fiir /3 = 1 ; ^ = ^ + 1 ergibt sich 



also 



das ist die Stirling sche Fakultatenreihe fiir - 3 ). Durch. (p 1 )- 

^ cc 

inalige Differentiation nach a erhalt man nocli fur a = die ebenfalls 
Stirling (l. ; S. 11) angehorige Entwickelung: 



oder fiir 2 = a; : 



Darin bedeuten die C/ die sogeuannten ;5 Fakiiltatenkoeffizienten 

vom Range s-" oder ^Stirling schen Zahlen erster Art": sie sind fiir 

t - n -i \ 

r>0 die Sammen der (" ) moglichen Produkte niit r verschiedenen 



Faktoren, welche man aus den Zahlen ; 1, 2 ; . . ., .s 1 wahlen kaun, 
wahrend'stets C=l ist (vgl. Afata, 3./ S ^^>). / 

In ahnlicher Weise lassen sich die allgemeinen Differenzen- 
gleichungen erster Ordnung 



1) Ygl. 1. 7uyj., II, C. -2) Formcl (5) dieses Kapitels. 

3) Stirling, 1., S. 12, 45; vgl. Nielsen : 3., S. 77. 

4} Fur den Konvergenzbeweis vgl. Scltlomildi, Ztschr. fur Math. u. Phys. 4 
(1859), 396: Nielsen, 3., S. 78 u. 247 
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deren allgemeine Losimg nacli clem 1. Kap, 7 Il ; C die Form 

_ r r (x cf^r(x a. Si - - r(x ) 
?Ar ~ a " i> -A) !> - & ."~f(x - /*) 

besitzt, unter gewissen Bedingungen flir die GroBen c-:,, und /3 7 . durcli 
hypergeonietrische Reihen hokerer Ordnung integrieren 1 ): dock geheii 
wir iiicht naher darauf ein ; da nocli keine prazisen Uiitersiicliungs- 
resultate vorliegen. 

B. Vollstandige Gleicliungen. 



(formale Losuno;: 'i/ r = x -- L OJ ^' ~ x - v ^ s ^ divergent V 

V o ^o; X / 5; x, X ; ^; -)-,; ^ 

.v 

Eine Partikularlosimg ist (X /t>^9. ; II ; C): 



.v = 



\s + 1 x + sj J ' 

s = 



worm 



C = lim ( '\ ~ g + 4 + ---- r- I ~ log w) = 0,5772156649 . . . 



die JSWfc/'sche Koiistanfce bedeutet; diese Partialbruchreihe fur 
konvergiert fiir jeden endlichen Wert von x init Ausnahme der Pimkte 
;/ = 0, 1, 2, . . ,, welch e cinfaclie Pole mit dem Residuum 1 
sind. Die ^ to Ableituug von Y(^') ; ^'^(x}, o-eniioi der Differenzen- 
oleichung 



uud es ist: 



" 2 if -,:,- 



,v-0 

daber ergibt die Taylor sclie Entwickelung die Potenzreihe: 



J) Eiueu Ansatx dazu linclot man z. B. Lei Pindierle. 1 JI . 

t2) Die Fuuktion M / (.T;) ist zuerst vori 6r?/j (1., Xr. .30 37) eingehencl unter- 



i j. i ..i j. r ^ n 

sucht Avorden: ubrigons setzt Gau/> -- ' = / 

ii 1 5 ii. 14, insbcsondere auck die Literaturangaben. 
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worm 



irnd 



ist. Wir erwahnen ferner die Binoniialreihe von Stem 1 }: 



Aus der Potenzreihe fur V(l+x) ergibt sicli durch Integration, 
da logr(l)=logl =0 ist, 

00 

log r (i + x} = y (- 1)'- -J ^ (*;<!) 

r = 1 

als Lusung der Differ en zengleichung 

2- ^ + i-^=log(l-f^). 

Audi hier existiert eine Binomialreihe ; die von Hennitc*) herriihrt: 

cc 

log r(i + *) = 2" C) A '" 1 lo s x = X< \^ *' lo 2 

/.=! 

x(x \}(x 2) 



1 2 B 



(log :}-:> log 2) + 



dieselbe konvergiert fur 3\(V) > 0. 
Mit Benutzmior der Form el 



sowie der Differ enzengleichuug l. ; der V(x) geniigt ; kann man 
Potenzreihe fiir Y(l+r/;) in die konverentere 



1) ,,Zur Tlieorie der Ji^Z^'schen Iutegrale il , Uottin^cr Studien 147, S. 3i). 

2) Aimali di Mat. (3) 5, 5772 (1900); diese Kcilio als Partikularlosuncr 
der Gleichung 2. ergibt sicli leicht, wenn man fiir log(i-U*:} die A r e/r<o)ischc 
Interpolationsforniel mit clem Cauchij zchQn. Restglied (s. z.B.'Seiiiruno/)', ti., S. t 21^ 
ansetzt und beachtet, dafi l/ x = ^log(14-^. ist (W.). 

3) Siehe die Eukr seize Form el, /. Kap., II, C 



I. Lineare Differenzengleichnngen erster Ordnuug. 13. 233 

utaformen 1 ). und rait Riicksicht darauf, daB 



j = 1 + x- + x* + - - x < 1 



ist, in die nocb rascher konvergierende Reihe 

* 



Daraus ergibt sich wieder durcb Integration die Reibe: 

log m + o - - 

^ ^ 



1 .7;J ' ^ ' 2 ? -| 

r = 



fiir x < 2 konvergiert. 
Aus der Integraldarstellung ;S ): 



welche aucb die vorlier erwahnte ffermitesche Blnomialreihe liefert^ 
ergibt sicli die merkwiirdige Rummer sche Reihe 4 ): 

log \~(x) = (- a;) (C + log 2) (1 #) log ^ g - log sin rcrc 



1 TT ^ n 

72 1 

welcbe fiir 0<O;<Cl gilt, wabrend die Integra] darstelluug von .Kinet*): 



a (x} _- log r(x) ~ (x ~) log x H- x - log Y2% 

4--- a ,- ---) 





zu der Darstelluno; durcb eine Fakultiitenreihe 



1) Fiir das Folgenile^ vgl. Nielsen, 14. ii; Lcgcndrc, 1., S. 505. 

3} P2a?z, Mem. d(TTurin, 24 (1H20): J^^d, 1., S. 261; Malmsien, Journ. 
fiir Math. 35, 74 (1847); vgl. Nielsen, 3., 73. 

4) Kummer, 3.; Schlmnilch, 1., 255 256; vgl. Nielsen, 3., 77. 
5 ; J?m^^ 1., S. 240. 
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1 
c, - /M(M + !)( + 2) ( + /;- 1)(2 - !)<*., 


2. B. 

1 1 59 227 



ist 1 ). Diese Eeihe koncergivrt flir SR(#) > uncl ist daher der be- 
kannten Stirling schen Potenzreilie 



worin die Koeffizienten H s + l die Bemoidlisohen Zalilen bedeuten, vor- 
zuziehen, welche fiir n = oo diveryiert und u(^) nur asymptotiscli dar- 
stellt, in dem Sinne, dafi 



v/ -1 



lim ir 23f ' ux) = 



"^ 






ist fiir # < < 4- # (x = ^ 6 2 ) :3 ). 

In engem Zusammenhange rnit der Differenzengleichung 1. steht 

3 ? X - 

1 OC 

Hier konnen -wir direkt erne Partialbruchreihe ansetzen: 



. , , 

Jj / ' X -f- 6' ' 

.v=0 

und wir erhalten fiir die Koeffizienten s die Gleichungen: 

a = 1 . a, - a 4 . ..! = (5 = ; 1, 2, . . .) ; 
also : 



1) Jgmet 1. c : vgl. tichlinmlcli, 1., S. 250260; \r7uttacker, Modern Analysis 
(Cambridge 1902), S. 189; Nielsen, 3., 114. 

2) Stirling, 1., S. 135: vgl. Nielsen, 3., 79. Das Zeichen ~ bedeutet 
^asymptotiscb. gleich il . Diese Reihe crgibt sicli aus der iJ-it/e-rschen Smnmen- 
formel (i. AVp., II, B, Gl. (!) fiir qp (r/.M = log :/; (Eulcr, %*., Kap. VI, 15 ( J: vgl. 
Gaufi, 1., Nr. 29). 

3) Diese Definition der asymptotischen Darstellung einer Funktioii riihrt 
von Poincare ber (Acta Math. S, 297 (1886)). 
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und somit als Partikularlosung die mit Ausnahme der einfachen Pole 
x = ; 1, 2, ... bedingt konvergente Partialbruchreihe 



welche der Bedingung 

lira 3x = 



j)i (x) oo 



gentigt: die allgemeine Losung lautet: y x co x e rtlx + /3(#). 

Die Funktion /3(^) ist nahe verwandt mit der Funktion 
mit der sie verinoge der Gleichungen 1. und S. durch die Relation 



verbunden ist. Die Taylor selie Reihe ergibt die Potenzreiheii- 
entwickelung 



worm 



ist; auch liier lassen sich wie bei V(l -f x} rascher konvergierende 
Potenzreihen aufstellen (vgl. Nielsen, 3., 14). 

Etwas allgeineiner ist die Differenzengleichung 

4-. i). r , < //. == - (a eine Konstante). 

Jx-rl a j.i x \ j 

Hier ergibt derselbe Ansatz wie bei 3. die Partialbruchreihe 

"STT a 

Yi = (I, T 



welche mit Ausnalime der einfachen Pole x = ; ~ 1 ; ^ ; ... fiir 
die endliclien Werte von ^ unbedingt konvergiert, falls a < 1 ist; 
die allgemeine Losung lautet 

y f = CO/A"- T ~- ^ r 2 ) . 

Die iin 4. Kap., Ii, 8. Beis])iel ; gegebene Integraldarstellung einer 
Partikularlosun der Gleichun 4. : 



1) Stirling, 1., S. -27; Nielsen, 5, 14; IT. 2; IT". 



236 10. Kaj>. Ini ('^ration <kr liut'invn 1 utiWru: >'u^;<'i*-h t ,n-vit 
fiihrt einerseits niit; RileksiVht am' 



1 tft 



durch gliedweise Integration zu der obijyn 1 '.-n't iid 
y r =ri v (also hier w r --0) ist ! _i, ;mdnT>'iis dnn-ii u i 
Integration zu der Fakultiilenreihe 



welche fur alle endlichrn .r niit Aus/iahnu* <lrr fintiu' 
.-r = 0, -- 1 , j?, . . . unhedintrfc konvtM'^icrt. I'alU 

" f -' 1. il. h. {//. ! 

^ 1 :i 

ist L '). 

Fiir V/. -- ~ ~ erhiilt inan <lie I'"utiktion // ./ ;; i ? \\<i 

.,> I''" ' < j; ' ' v '": 

, ' -* / ^ ./ ; .v -,.._. .. : 1- 

. u i3 

ist, und die Fakultiitnri'ihh fur < ^i .r . i mir iMMl 
dao-egen unhcdingf k<HiV4>rLncrt. F : ir a I rrhll 

Ix'trac.htcte Fiinkiion /)'./<, f'fir \\*d<-li- -.iVj. yMinst ,i 



W iM'trarlltrf. !! ...-.j., .i;,- ,,.,: , .,, ? . (.j,.,,! ,,, 

^'^i !-Ml/?: i,,-\M v. ; . / ; . |;.. i , if ,,, Vi 54 ..;.,.j, n 



nac.hhoicn, die ri>t an dn -er Si<- ; .' t ... -, ;,, 
selhen ist ja die Funktio-j I , .. ,. , t r 



J , ir. :> A,,/,. 

.'> \iflfioi. .'>., ,^. \ H;_ 
-i Mirli/t<j. 1. > ;; - 
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Differenzengleichungen von fundamentaler Bedeutung ist und fiir die 
wir bereits ini ersten Kapitel (II, 0) eine Integraldarstelhmg und cine 
Darstellung durch ein unendliches Produkt angegeben haben; aber 
gerade die Reihenentwickelung der Gammafanktion bietet eigentum- 
licbe Scliwierigkeiten dar, wahrend nach Form el (5) der Einleitung 
dieses Kapitels (vgl. auch I ? A, 1. und 2.) gewisse Produkte von 
Ganimafunktionen durch elegante hypergeometrische Reihen dargestellt 
werden konnen. Zun'achsfc ergibt sich aus der /rm^schen Entwicke- 
lung von ii (x) in eine Fakultatenreihe (dieses Kapitel I ; B ; 2. ; S. 233): 



" 



2 c~ ' e (9t (x) > ) . 
Una zu einer Potenzreihe fiir 



zu gelangen, benutzen wir die Reihe far ^(l-i-^) (dieser Abschnitt 
B, 1.)- 

M 7 (1 + X) = S L + ^ 2 X 5 3 X 2 + SjX* - ; 

die Identitat 



liefert namlich. fur die c die Rekursionsformel 



welche in Verbindung mit deni Anfangswert c = 1 die sukzessive 
Berechnung der c it gestattet 1 ). 

Fiir die Koeffizienten der bestandig konvergenten Potenzreihe 2 ) 



findet man durch >Inltiplikation mit der Reihe fiir FYl+se) die Be- 



7o^ ^ 
und aus der Identitat 



1) Niels en , 3. : 15. 

2) ^ ist eine ganze transzendente Funktion (vgl. 1. Kap., II, C). 
\ -- 



s 10. Kap. Integration der linearen Differenzengleichungen durch Eeihen. 
Rekursionsformel 



hidependente Ausdriicke fur die Koeffizienten c n und -/ /t in emfaclicr 
l''riii sind bis jetzt nicht bekannt; man vergleiche wegen derselben 
A"'W>v'>/, 3., JJ 15 u. 16 ; wo man auch die vollstandige Literatur 
"i:M-r diesen Gegenstand angegeben findet. 

Die wahre Natur der Gammafunktion tritt aber erst durch ihre 
Zerlt^ung in die Funktionen P(x) und Q(x) (Vgl. 1. Kap., II, C) 
iiervor, und e^ 1st das Verdieust von Prym~), zuerst die funktionen- 
theoretische Bedeutung von P(x) und Q(x] fiir die Gammafunktion 
klnrgestellt zu haben. Diese beiden Fnnktionen geniigen nun eben- 
falls niehthomogenen linearen Differenzengleichungen, denen wir uns 
jer/t zuwenden. 



Die tbrniale Lu.sung lautet nach dem c/. Kap., Y: 



- . - 

' '' ' \ <z ' i J-J 

wr:n o ; . eine willkihiiche ?; Konstante" ist. 

Wir setzen znnachst eine Fakultatenreihe an: 



<-o - + 



araus ergibt sicli mit Riicksicht a-uf 5.: 



1.-= MM),, Zeitschr. fur Math. . Piiys . 2 5, 104 (1880^ 
- -ttym, 1.; bcheefer, 1.: vo-1 y^ls^) ^ A Q 
3'; Tf'.: -^^ 'D -* ^ -. . ' . " ' > i S y - 



Tg. P;.y w ^ i <; Sclieefer, 1. 
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Eine Partikularlosung von 5 iautet also: 



in der ganzen (endlichen) Ebene giiltig mit Ausnahme der einfachen 
i-ole x ~ ; - 1 ; 2, . . ., und daher die allgemeine Losung: 



X) -f H(x). 
Aus 5. ergibt sich noch 



also 



nun 1st a-ber 



lini *g = 0; 

g 1st die Partikular- 



-, 

lg bestimmt, da aus 

lim,.^-;-" =0 

= 3C r(a: + ) 

ofovt 03^=0, d.h. y x =ll(x) folgt. 

Sodann setzen wir eiue Partialbruchreilie an: 



k = /: = 1 

= ?.. * - * 



a; 



k a, = (k = 1, 9, 3, . . .) , 
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Au.- der ersten dieser Gleichungen ergibt sicli 

aad dann aus der zweiten Gleiehung 

Eine Partikularlfisung von 5. lautct also: 



in der ganzeu Ebene giiltig mit Ausnahine der einfacneri .Polo 
x = 0, 1, 2, . . .; darin ist 7 3 (^) die obea erwahnte Funktion, 
die mit V (x) samtliclie Pole und deren Residuen geineinsani hni 
(vgl. 1. Kap., II, C). Mittels der Umwandlungsforniel (3) dicsos Ah 
schnittes zeigt man leicht, da6 



ist. Die beiden direkt aus der Differenzengleichung 5. 

00 

Entwickelungen fiir P(x), die Fakultatenreihe e" 1 ^ --^ und <li< 

cc ^ ^ J~ ^ 

Partialbruclireihe ^ ^ , , , , , ergeben sich auch aus der Integral 

.^^ /^ kC J~" K 

* = 

darstellung 2 } 

i 

P(#) ^ / e-t^-idt (3ft (jr) > 0) 







durch. \viederliolt-e partielle Integration bzw. durch Entwickeluiig* von c ' 
in eine Potenzreihe und gliedweise Integration in tihnlicher Weis< k wie 
bei 4. Die Vergleichung des oben gefundenen Resultjites mil. dr 
forrnalen Losung ergibt nocb die Formel 

2 !-(*+ 1) = - e f 3 + ^ > ^-r L = w *) 3 ) ^ 

genauer folgt aus unseren Entwickelungen: 



1; P(a;; selber geniigt der Differenzeugleichurig y xJU xy 

2) Vgl. i. Kap , II, C 11. ,S'. JTa^., II, A. 

3) Lindhagen, 1., S. 43. 4) Vgl. Wliittaker, 1. c. S. 177. 



I. Lineare iUifferenzengleiclrangen erster Ordiraug. B. 2-il 

Die ganze transzendente Function Q(x) == T(x\ P(x) geniigfc 
der ganz ahnliehen Differenzengleichung 



und 1st durch diese und die Grenzbedingung 

T Q(% + n} 1 
lim :.-, - : 1. 



eindeutig bestinimt. Hire Reihenentwickelung bietet dieselben Scliwierig- 
keiten wie die der Gammafunktion selber: die aus ihrcr Differenzen- 
gleichung direkt abgeleiteten Reihen ergeben niclit Q(x) selbsfc, son- 
dern Q(x) V(x) = P(x). 

Ganz ahnlich lassen sicli die etwas allgeineineren Diiferenzen- 
gleichnngen 

y x +i xyx= + *~ aa " 

behandeln, die man zunachst durch die Substitution y t .^c~ < '(tr~*u x 
auf die einfacheren Gleiclrungen 



znriickflibrt ; die ihnen geniigenden Funktionen 

P a (x) =J'e- f i*- l (/t und Q a (x) -==fe- ! P~ l dt ] ) 

O' ft 

(1\ (x] = P(X) , ^ L (,1J) = (J (;/')) 

sind besonders yon Hermit?,-) untersucht worden, l\ (i (x) hcreits vo.n 
Leg entire*]: es ergibt sich: 



Fur J?/) hat Hermite (1. c.; vgl. Nidso.n, 3 V g 82? 83) folgendo 



bemerke.nswe.rte Entwickelung gegeben: Setzt man 



so ergibt sich aus dem Interalausdrnck fur 



1) Vgl. 6'. Kap., IT, A. 2) Jouru. fiir Math. J)0, 3:{2~-33S (1881; 

3) Exercices cle calcul integral 1, 339343 (l.Sll); die weitere Literatur 
siehe bei Nielsen, 8., 9 13, 8085. 

"\Vallenb or g: Janeare Diffc'rcuxenglcichungen. 16 
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Um das Teilintegral Q n uinznformen, setzt man a + n + z = f: clanri t'olgi 



i 





Entwickelt man nun unter denVoraussetzungen a + n : >1, 9i( + ^) > U 
(fiir w = 0, 1; 2 ; ...) den Ausdruck (l + a i^J nac ^ ^ em -Binomial- 
satze rmd integriert gliedweise, so erhalt man: 

(-0, 1, 2, . . .) 

Durch Einsetzen dieser Ausdrucke ergibt sich fiir Q n (x) eine Doppt'l- 
reihe, deren einzelne Horizontal- und Vertikalreihen unter den obigea 
Voraussetzungen Trie Potenzreinen konyergieren ; sodaB man diesclbo 

/ M _ ~\ \ 

nach den Binomialkoeffizienten ( ) ordnen darf; setzt man dahcr 

\ n J ' 

zur Abkiirzun 



so entsteht die Form el von Her mite: 



darin ist nach Obigem 



Fiir a=l, d. h. fiir Q^(x) = Q(x] gilt diese Formel nieht 
dnrch eine leichte Modifikation ergibt sich fiir dieseu Fall diV 
wickelung von Mellin (Acta Math. 2 (1883), 231232): 



worm H(x) = P^(x) und 

r* 

J ~ 



ist. 



T. Lineare Liiferenzeiigleiclrangen ersfcer Ordnung. B. 243 

Mellin 1 } hat die allgemeine Differenzengleichimg 

*+!- >"(^Oy*=-*(X) 

untersucht, worm r(x) uud 5(5?) rationale Funktionen von x sind. 
Man erhalt sukzessive 

^S(X) _,__ y* + i _ *(*0 _,_ _ _.*(*+!} .... i ?/ * + 3 ___ ugf 

^ r(x) ' r(#) r(#) J r(x)r(x + l) r (x) r (x -\- \} 

Die vorliegende Differenzengleicliung wircl daher formell (lurch. dieReihe 



befriecligt, welche unter gewissen Bedingungen fur r(x) mid s(,r) kon- 
vergiert. Um zu einem absclilieBenden Resultat zu ^elar\gtai ; )xv 
sch.ra.nken wir uns auf den von. Lmdhagcn-} behandelt(in Fall: 



worin JfJ(a;) erne ganze rationale Funktion r// ejl Grades in x ist :5 ). 
Zunachst kann man nach der im 8. Kap.. II ; A angegebenen Methodc 

durch die Substitution 

?/= & (^) T- w .; 

worin (r(^) eine ganze rationale Funktion (n l) to " Grades in x ist, 
den Grrad von Xl(x] bis auf den nullten lierabdrticken, sodafi die 
Gleichung ffir w^. folgendermaBen lantet: 

W ar4-i xu x a (a Konstante); 
dieselbe besitzt nach 5. die Losun 



sodaB die allgememe Losung von 6. die Form hat : 

y*= =G >J(*) -f &(%) <eP(x), (a x .. rl = (o x }. 
Schreibt man die Funktion li(oo) in der interpolatori.sc.heri I^orm 



worin 

kl = A* JJ 



1) Mellin, 3. 2) Lindhagen, ]., S, 45 fl'. 3) IK 

4) New tons Interpolationsforniel; siehe z. B. Seliwanoff, 2., S. 6. 

16* 



,, 44 10 . Kap. Integration cler linear Differen.engleichungen dutch Eh.u. 
;,:, aud setzt auch (*) in dieser Form an: 



so \vir(i 



Durch Gleichsetzung dor Koeffizienten von (j) (Je n, it 1, ..., 1) 
auf beiden Seiten der Gleichung 6., d. h. der Gleichung 

erhalt man fur die l k das Gleiehungssystein 

a;;s welchein sich 

t^-^a, (k = Q, 1, 2,... ; w-l) 

> = k 4- 1 

und daher 

7 NTi 
a = a 6 = ^> a^- 

t=0 

er<ribt. Auf anderem Wege ist Jensen 1 ) zu dieser eleganten Losing 
gelangt. 

II. Hypergeometrisclie Differenzeugleichuiigeu zweiter Ordnuns*:. 

Unter diesen Difi'erenzengieichungen verstehen wir diejenigen, 
welclie durch die 6?aM/3sche hvpergeometrische Reihe integriert werden 
konr.en. Dieselben besitzen die Gestalt 

worm A. I> 7 C, D. E, F Konstanten sind ; und konnen durch pine <?& 
eignete Transformation 3 ) aucli auf die Laplace sche Form 

2; (A ^ . 



I, Jemen, 3., S. 60; vgl. Nielsen, 3., 11. 

2} Wir nennen hier aus bald ersiclitlichen Gninden die unabhangiLro Ver- 
Ilmieriiclie nicht r, sondern 7<. 

a; Vgl. 9. Kap., I, A., Aumerkung. 



II. Hypergeoinetrische Differeiizengieiclmngen zweiter Ordnung. 245 

gebracht werden: die uingekelirte Transformation, dnrdb welch e die 
Gleichung (2) in (1) ubergefiihrt wird, vvird spater genau angegeben 
werden. 

Es gibt mehrere Wege, um hier zu lieihenentwickelungen fiir 
die Losungen von (1) bzw. (2) zu gelangen. Zunilchst hat Jtoole 1 ) 
init Hilfe seiner symbolischen Methoden durch direkte Ansatze Iteilien 
hergeleitet: doch fehlt durchweg die Untersuchung ihrer Tvonvergenz, 
und es werden nur einzelne Falle angegeben, wo die Reihen endlich 
sind. d. h. nach einer endlichen Anzahl von Grliedern abbrechen. 

Der zweite Weg geht von der Gleichung (2) aus, die ja eine 
Laplacescbe Differenzengleichurig (6*. Kap., I) 1st, und ftihrt liber die 
Darstellung ihrer Losungen dnrch JEiderschv Integrale von der in der 
Einleitung zu diesem Abschnitt angegebenen Form. Diesen Weg hat 
mit Erfolg zuerst (1S69) Tliomae^) beschritten; er o-ehmgt von dcu 
^^fcrschen Integralen zunachst zur Jffemawn sclien / ; -Funktion :{ ) und 
von dieser zu der Graw/Jschen Reihe; nach ihin hahen sj: liter (1904) 
HW>//) und Barnes'') denselben Weg verfolgt. 

Der dritte und nattirlichste Weg ; der von der GrJeichung (1) au,s- 
geht ; knupft an die Gaufisclie Abhandlung (1.) selber tin: (raufi hut 
dort in jSTr. 7. und Xr. 10. folgende Beziehungen zwischou drei ? ,bf- 
nachbarten" Funktionen (series contiguae) aufgestellt: 

(3) (^~2a~(^~-^x)F(^^ ?7 x} + a(l~~x)F(a^\ J ft 77y x) 

~ (y-<tiF(K-l, ft y, x) = 6 ) 7 

(4) ^(y~l-(2x~a-/3-l 



Diese Beziehungen stellen ;iber nichts anderes dar aLs lincarii 
Diff'erenzengleichungen zweiter Ordnung fiir die Fmiktion I 1 \u,P,y,x), 
aufgefa-Bt als Funktion ihrer ersten drei Elementc ; wahreiid x als F^ira- 
meter fungiert. Man konnte nun VQJI einer dieser Gleichungen als 
Xormalforna ausgehen: da man aber zunachst nur e'nw Losung dcr- 
selben kennt ; namlich F(a, ft y, x}, so miifite man sich auf das ziern 

1) Jioole, 1. (Deutsche AusgaLe), H. 181 if. 

L 2) Thomae, 1.: in einer zweiten Arbeit (2.) bonutzt cr xu dcuudeJbeu /week 
die von ihm (Math. Ann. 2. (1870), 427444) behandeltcn liypergeometriHclien 
Reihen dritter Ordnuno-. 

o 

3) Eiemann, ,,Beitrage zur Theorie der durch die Gaufl&uhe Kcihe /'Y, /)'. -/, -r) 

dumellbaren Funktionen 11 . (1857) Werke (2. AuH. 1892), S. G7ff. 
4; Webb, 1. 5) Barnes, 3. o) N"r. 7., GL [1"J. 

7) Xr. 7., Gl [15J. S) Xr. 10., 01. IX. 
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lich umstandliche Transformationsproblem einlassen. Wir zirhon "* 
daher vor die Methode von Heymann^-} zu befolgen, wolche dio von 
<?aw)3, .Bimawtt und Kummer 2 ) gewonnenen Resultate lux unsfren 
Zweck nutzbar maclit und so auf dem kiirzesten Wege zum /ieJ f uhrt. 
Wir gehen aus von der ebenfalls sclion Elder bekannten ( !/.>- 
schen Differentialgleichung, der die hypergeometrische Reihe F(cc, fr r, :> ' 
geniigt ; namlicli: 

(6) x(i-x)y"-r [?-(* + P + i^Jy'-^y^O; 

aus dieser folgt durch A-malige Differentiation nach x\ 

(7) a; (1 - x)yV' + *> ~ [(1 - 



und diese Grleichung, in welcher von jetzt ab li die 

y( h )=y h die abhangige Veranderliche sein soil, bezeichnen wir als 

Normalform der hypergeonietrischen Differ en z en gleiclmng zweitor Ord- 

nung. Allerdings ist li seiner Natur nach zuniichst als ^anzo ])oHitiv< i 

Zahl vorauszusetzen; doch werden wir uns bald von dieser J^jflchriin 

kung befreien: wir betrachten tiberhaupt diesen Differential 

lediglich als heuristisches Prinzip ; um zu Losungen der I 

gieichungen (1) bzw. (2) zu gelangen, die dann nac'htragjicl 

werden. 

ISTach der l&tmmerscken Transformation stheoric gibt es 2-\ Intf\u*ral- 
formen, welche der Gleichung (6) geniigen; doch sine! v(Hi dics^u 
inimer je vier einancler gleich, sodaB wir nur stalls I Inupih'isnnu'cn 
anzuo'eben haben, n'amlich: 



(81 



Daraus gehen mit Riicksicht auf die Formed 



1) Heyinann, I., S. -299ff' ; 3. 

2) <?aA I., 2. Teil (KaehlaB): /feww.r. 1.; J<; 
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durch. 7^-malige Differentiation folgende seciis Hanptlosungen der 
Differenzengleichung (7) hervor: 



//) = (- 1 )" ar- " r(;.< - 1 -f- /*) J> - J' + 1, /3 - -/ + 1, 2 - ;> - A, .*), 
yi i*) = (1 - a')- * T ( + /3 - y + /) F(y - , y ft -/ - a -|3 + 1 A, 1 



(- 1)'' x-'' Y(a + 7*) !'' -f A, c _j, 



X 



J l} p-y+ I, ft~a+ 1, -I) 

Die periodischen Integrations - ;; Konstanten" und soiistige Kon- 
stanten ; die von den ersteren aufgenommen werden konnen, sind ibrt- 
gelassen worden (dabei ist zu beacnten, dafi // die unabliiingige Variable 
und x ein konstanter Parameter ist): etwaige in den Gammafunktionen 
auftretende (einfache) Pole der Losungen konnen durcli Multiplikution 
mit geeigneten periodischen Funktionen beseitigt werden ; z. B. bei don. 
Losungen y^ und y^ durch Multiplikation mit 

sin 2^ (a + 1} sin 2tf (ft + //) . 

Setzt man nun diese auf heuristischem Wege gefundenen L(")Kungen 
in die Xormalgleichung (7) ein, so ergeben sich nach einer naho- 
liegenden Buchstabenveranderung gerade die Gaufischen idcnf-isclwn 
Beziehungen (3) ; (4) ; (5) zwischen den ;? benaclibart(m" Funktionon, 
and z"war die Beziehung (5), (4) oder (3), je nachdcm man y^ und y^ 
Dder y^ und y^ oder y?W and y^ in (7) ointrii-gt. Es kanri clalujr 
lunmehr //. jede beliebige reelle oder komplexe Zahl bcdeuton. 

Will man samtliche 24 Integralformen haben ; die Kummer in dor 
itierten Abhandlung aufgestellt hat ; so branch t man nur die seoh.s 
ntegrale unter (9) mitt els der Identitat 

J' J (a, ?> ? c, x) = (1 x]' : "" h F(c a, c -- h : c, x) 

mzuformen: auf die nun vorhandenen 12 Integrale \vend(^ man dann 
ie bekannte .Eulersclie Transformationeformel 

F(a, I, c, x) = (1 ^;)"' y Fla, c 6, c, *_ ] 

i. Auf diese Weise bekommt man fiir jeden Wert der VariabJon k 
id der Parameter a, /3, ;-' ; x passende Losungen der Xormalform (7); 
sbesondere wircl man auch leicht die Falle erkennen, in denen die 
rational bzw. alffebraisch werden. 
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Urn nun die Diiferenzengleicnung (1) auf die Normalform (7) xu 
bringen, erteile man ihr zunachst die Form 

10) >* A + a + (6 + ^>Vi - (a -f /0(/J + fyz h = 0. 

Die Substitution # A = p 7 '?//,, wo ^ eine nocli zu bestiminende Konetante 
ist, ergibt dann: 



und diese Gleichung fiillt mit der Xormalform (7) zusamrnen ; wenn 

a()-= x(l x), IQ ;-' (u + p-r T)x, eg =* 1 2x 
ist: hieraus folt: 



wodurch alle Parameter bestirnint sind. 

Das Wurzelzeichen in dem Ausdruck fur Q bringt in die Trans- 
formation eine Zweideutigkeit hinein, die sicli leicht beseitigen liifit. 
Transforaiierfc man jiarnlich die Gleichung (1) bzw. (10) zunachst init- 
positiveni o in die Nonnalform 



so kauri man auf diese Gleichung die Transformation von neuem <-m- 
wenden: fur diese ist: 

$ = + 1 oder 1 ; 

y = y t oder a -f /3 ^ -f 1 
x = # a oder 1 ^ . 

Die erste Gruppe anderfc naturgemaB in der Beschaffenhru't dor 
I ammeter mclits; die zweite lehrt ; da6 der Gleichung (7) auch. livncM- 
geometnsche Keihen geniigen, welcke nach Potenzen von 1 - /; "fort 
schreiten, em Umstand, der schon bei den Integral untor (<), .-('-. 
niigend beriicksichtigt worden ist. " " 

. f^ einfach laBt sich jetzt die Integration der Different,, 
gleichung (2; erledjgen; deiin gibt man ihr die Form 

a (" + A + 1 K + 2+ (& + ^0^~i~ (ft + '^r-. = 0, 
so fuhrt die Substitution 



r A rV"" 7 ! M oder r, 



r(a~-f A) 



_ l) Der Z Ui a Wm enha Dg die ser beiden .ko.nplementaxen- Sabn 
a-rcii die J?i ( 7-sche Formel f'a; 1 - ra r- w / i 

1 '' ' ~ JC = ' ' v Sl- i- A^,, IJ, 0} her K(! stollfc. 
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zu der eben behandelten Gleichung (10). Die Gleichung 

endlich wird durch die Substitution Ii = t2 y v_ t ==y t in cine 
Gleichung von der Form (1) transformiert. 

Ausnakmefallc 1 }: Die Zuriickfiihrung der Gleichung (1) bzw. (10) 
auf die Xormalform (7) ist in einigen Fallen nicht moglich, ins- 
besondere dann, wenn sich fur eines der Elemente rc, /3, y unendliche 
Werte ergeben. 

1. Die Transformation versagt z. B. ? wenn 4 a -[- (r =- 0, also 
p = oo und daher auch y = oo ist. Um diesen Fall zu erledigen, 
substituiere man in die Xormalform (7) sowie in die fiinfte und 
sechste Losung unter (9): 

T -.; *J __ /,, - /' r 

und gehe darauf zur Grenze 7 = oo iiber; dc r nni erhiilt man 



Auf diese rieue Xormalform kann die Gleichung (10), wenn 
a-\-c z Q ist ; stets durcli die Substitution z h = Q !l r ih gebracht werden^ 
falls (a+ ft + l')c 26 4= ist; man findet namlicli 



derselben genfigt: 



Eine zweite Losung ergibt sich dutch Yertanschung von und /j; 
and ere aufzustellen, ist nicht notig ; wcil l^eide Koilion fur j'edes end- 
liche A konvergieren (vorausgesetzt, dafi c^ - ft keine gauze Zahl ist). 

Ist sowohl 4a-f<; 2 als auch (a -'- ft + l)j -- "21) == L> )' ? so 
lautet die Differenzengleichung (10): 



dieselbe geht durch die Substitution # ,,=-==(-] " /^ 7/ fiber in die 
Gleichun 



1} ffeyntan'rt, 1., 1. c. 2} ff r . 
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vv-elelie die beiden Ldsungen 

U M = r(a + li) und uf = T(/3 + /O 
besitzt. Es 1st namlich symbolisch 



<;> _EE W A + j (a -j- A) w ; , uiid E == u h + ! 

ist, sodaB die Gleichuug P = durch die Losungen von 

J^ == befriedigt wird. Ist /3 = a, so lautet unsere Diiferenzen 

gleichung 

^P - A+ 2 - (2a + 1 + 2/0 w A + 1 + ( + /OX - ; 
und es ist smboliscli 



daher besitzt die Gleichung P = zunachst die Losung vou 

Q ^ ;/ A _, (a -~ 70 ^; t ^ 0, nainlicli 



ferner-f die Losung von Q .-^ u h ^ (a -[- /O w v* "^ '" 

rt : 2) = r( + /,) y r-^^-r- = rr - A; 

y ^-.' rf-[-//-pl; - ' ^ 

d. h. 



2. Verscbwindet in (1) der Koeffizient F, so wird a bz\v. ft un- 
endlich groB, und an Stelle der Gleichung (10) tritt die folgende: 

*A-j-2 -r (6 + cAK + i - ( -f /O^ = 0. 

Eine passende Nbrmalforin, auf welche diese Gleichung durc.h die 
Transformation * A Q h r ih gebracht werden kann, erhalt man dadiurh, 
daB man in die Xormalform ('?) und in die erste und dritte Losung 
uuter (9) die Substitution a = * y h = ^ r/A einfuhrt und dann / ur 
Grt-nze fur /? = oo iibergeht. Die neue Xormalform lautet: 

b'?//^2 ~ (/ ~r ^ S)?//^ ! (c<: -j- /O 7 //, = ; 

\:nd es ergibt sich ^ - 1 ; | = _ ( ^ ^ ^ ^ a + &c . c ^ e zuo - e lion'c)-o 
Losungen sind : 



1 Vgl. ?. A'ajw., V n. G. Kap., IV, C. 



2} 5. /Cap., VI. 
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yi, =>,^ + 7 - 



clieselben konvergieren fur jedes endliclie A. 

Da solche Grrenzllbergiinge wie die eben benutzten durcli die 
Untersuchungen von Kummcr fiber die hypergeometrische Reilie (1. c.) 
liinlanglicli bekannt sind, so geben wir fiir die Falle a == /3 == oo und 
^3 ^ y = ce nur die N"ormalformen der entspreclienden Differenzen- 
gleichungen an: cliese sind: 



Weitere Untersuchungen nach dieser Richtung, insbesondere aucn fiber 
vollstaridige Differenzengleiclmngeri zvreiter Ordnung mit quadratischeii 
Koeffizienten sowie iiber hypergeometrische Differenzengleichnngen 
hoherer Ordnung findet man ebenfalls bei Heymann (l. ; S. 318 ff. und 3.). 

III. Differeuzengleichimgeii ftelietoiger Ordnung mit rationalen 

Koefflzienten: Asymptotisclio Darstelhmg ihrer Losnngen durcli 

rakultiiteimorinalreihen. 1 ) 

In diescin Abschnitte miissen wir einiges aus der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen voraussetzen: man iindet das Xotige 
z. B. bei Hefj'ter, Einleitung in die Theorie der linearen Differential- 
gleichungen ; oder Scldesinger, Handbucli der Theorie der linearen 
Differentiate icliungen, 1. Band. 

Es moge die Differenzengleichung 

(1) P B (3K*+ P-lW, + n-l ++ PO(*), = S ) 

vorliegen ; in welcher die l\(x} Polynome desselben Grades p sind; wir 
schreiben dieselben in der Form : 



vvorin 

r! r' /v = A^P(~/:-r) (r = 0, 1 ; 2, . . ., jo) 

ist. \\''ir \venclen mm auf die Gleichung (1) die Lvplacesche Trans- 
formation 8 ) an: 

1) Nu-rlundy 3., 4.: vgl. Oalbrmi, 1. 

2) Wir schreiben hier P/ (-^) statt P.J/-' 1 , um Verwechselungen mit der A: Leu Ab- 
leitung vorzubeugen. 

3) Vgl. 'S'. ./fay.,, I: Pinche.rlc, 1. and !; 3feZ/r, 2.; Rrajtzcw, 3. 
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worin der Integrationsweg noch genauer ano'egeben werden wiroL 
Durck partielle Integration ergibt sick 

xu x ^ t*v() ~ I %' c v'(t} dt, 

und wir rniissen die Integrationsgrenzen so waklen, daB fur diese 
Werte von i das erste Glied auf der rechten Seite versckwindet. Durck 
nockmalige partielle Integration erhalt man dann 

x(x -f- l')u x = t x ^ l v(t) -f I t x ^ l v"(t) dt usf. ; 
und daker allgemeiu 



vorausgesetzt, daB die Integrationsgrenzen so gewahlt worden sind 7 
daB fur diese Werte von t 



wird. E ben so ergibt sich 



:^(f) = (/:* 0. 1, 2, ...,)) 1 




Yorausgesetzt ; daB an den Integrationsgrenzen 

(3) ^' + H-C')(*) = (7c = 0,l,2,...,^-l; /-=--0, 1,2, . .,w) 

ist. Wendet man jetzt die Transformation (2) auf die Gleichung i 1) 
an ; so findet man, daB v(i) der Differentialgleichung 



geniigen niuB, worin 



ist. Diese Diiferentialgleicnung gehort /ur fnchsscbeii Klasse 1 ), wenn 
wir voraussetzen, daB die Wurzeln a 1; a 2; . . ., ^/ /? der ,,charakteristischen" 
Gleichung-) 

(5) Q^^t^+c^t- ..- h r / ^" = o (C' 0p =HO, C'^ + 0) 

von einander verschieden sind: wir denken sie uns so geordnet, daB 

1} Vgl. Jfe/l'ter'y Kap. /a oder Sc/tlesi)i(/u\ Xr. G2. 
2) Vgl. /. yirtjj', I, A. 
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a. > a , wenn i<j ist: ihre lategrale verhalten sicli alsdanu in 
cler ganzen Ebene ;; bestitnmt". Die singularen Stellen sind auBer 
und oc die Wurzeln a l , a., . . ., a n der ,,cliarakteristischen" Gleichung. 
la der Umgebimg des Punktes f. = existieren p Integrale von 
von der Form t"i<p(f), wo cp(f) eine in cler Umgebung des Punktes 
holomorpbe Funktion ist, wahrend 



die Wurzeln der Gleichung jP (#) = sind: wir ordnen dieselben 
so, daB 

ist. Wenn einige dieser Wurzeln sich um ganze Zahlen unterscheiden 
hzw. einander gleich sind, so werden in dem allgemeineu Integral 
Logarithmen auftreten. 1 ) 

In der Umgebung des Punktes f = oc existieren p Integralreihen 
von der Form 

t~ 

welche fiir hinreichend groBe Werte von t konvergieren. Die Ex- 
ponenten y f sind die Wurzeln der Gleichung P n (x n) 0: wir ordnen 
sie so ; daB 

?&(> } "> W ( "J \ ""> Vft("> V> . >> *W/r/ ^ 

<Jii/i j -^^ yi (ft <) ) sz_i vi^j^j ~^__ ~ -^.^ \Y'ii' 

Was endlich die singularen Punkte a t (i = 1 ; 2 ; . .., n) anbetrifft ; 
so besitzt die zum Punkte a i gehorige determiniereude Gleichu.no- 2 ) 
die Wurzeln 0, 1, 2, . . ., p 2 ; /j i? worin ft eine beliebige koni])lexe 
Zahl sein kann, die wir zunachst als nicht ganzzahlig voraussetzen. 
Das allgemeine Integral von (4) hat dann die Form 



worin ty(t.} und %(() in der Umgebung von a t holonior))!) sind. 

Wir wollen jetzt den Integrationsweg fiir das Integral (2] lest- 
setzen ; indem wir daran deriken ; da6 die Integrationsgrenzen den Be 
dingungen (3) geniigen miissen: Wir ziehen eine gerade Liuie von 
nach a z - es sei b- ein Punkt derselben zwischen und a f und so iialie 
an a ; , daB ein um a- als Mittelpunkt beschriebener Kreis, der durch 
b. geht, durch keinen singularen Punkt hindurchgeht und auch auBer 
a x keinen anderen singularen Punkt einschlicBt. Wir iiitegrirren dann 
iangs der geraden Lime von bis b., durchlaufeii die Peripherie des 
Kreises und darauf die gerade Linie von b 2 bis 0. Alsdanu werden 
die Bedingungen (o) erfullt sein, wenn 9? (a; + a^) > ist. Es wird 

1} Heffter, Kap. 7; $clilesinger } -Kap. 3 uud 4. 
2) Heftier, 1 Kap., Nr. 7; Schlesinyer. Nr. 45. 
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dann mit Benicksichtigung des Cauchyschen Satzes ; welcher 
tlaB das tiber einen geschlossenen Weg erstreckte Integral <iiifr 
holomorphen Funktion gleicli Null ist, eine Losung der Ditlerenxen 
gfcichung (1): 



worin auch q>.() eine in der Umgebung von a. liolomorphc Funkfcion 
1st. Integriert man in dieser Weise um jeden der singularen Punkf.*- 
ff.. a.,, . . ., a n , so erhalt man w Integrate der Grleichung (1); wir 
\verden spater zeigen ; dafi zwischen ihnen keine homogene Ihioan* 
Relation rait ,,konstanten" Koeffizienten besteht. Diese Integr;il< k 
u't'lten iiberall in einer Halbebene rechts von der zur reellen Aclisc 
-'iikreehten Geraden 9?(ic) = R( c<:^) ; wo a p diejenige Wurzel von 
/\ t (x) = 1st, welche den groBten reeLlen Teil besitzt. 

\\'ir wollen jetzt untersuehen ? wie sich u x (== u(tf)) fiir sehr groB<* 
reelle positive Werte von x verhalt. Zu diesem Zwecke teilen vvir 
3on Integrationsweg in drei Teile: 1) die Strecke von bis &. J ), 
l* die IVripherie des Kreises um a i9 3) die Strecke von b t bis (.) l ) ; 
:;2id bezcichnen die entsprechenden Integrale mit K^ K, und K. } : wir 
zuerst 



Es .sei J/ der ilodul des groBten Wertes, den t~"*v(f) Ilin^s des 
i::regratioBsweges annimmt: dann ist fur geniigend groBo positive ./ : 



i:d a 



; a, isi, so wird 



:^:r aile endlichen Werte von a 2 ); dasselbe ^ilt fur E 

^^^l 'I 7 erh " 
-e,.t*CGteu svir das Integra 



Dies folgt darans, daB ffir e . r o6e Werte v 



von x sic h 
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fin 9ft (/3) > 1 und eine positive Zaiil zwisclien und 1 ist ; 
irend cp(t) sich. in der Umgebung des Punktes 1 in eine Reihe 
L der Form 

'<p (0 = A Q 4- A l (1 - + ^1 2 (i - *) 2 + - - -r A m (l ~ i)> + R m 

wickeln lafit, welclie fiir ,t 1 <^ Q konvergiert ; wo 1 ^> Q > r 
(r = 1 s). Wir wollen. dann den Grenzwerfc 

lim r( "+ 



bestimmen suchen: wenn wir cp(t} in die obige Reihe entwickeln, 

wircl 

i i 

y __ ^4 \ i x ~^(\ )? dt -*- 4 / t :v ~ ^fl f}?^ l dt 

i i 

-f A. in ft x ~^(l -ty + m dt -\-ft x -^(l tyR m dt. 

f f 

laBt sich nun eine positive GroBe M l so bestimmen, da6 fur 
es Jc 



d 1 ); dann ist in dem Interval! e < t < 1 (also < 1 tf < r): 



Wir betrachten jetzt das Integral 



;d /3 = /3 r + ^/5' ; gesetzt ; so ergibt sich mit Rucksicht darauf ; da6 
: Satz ,,Der absolute Betrag einer Summe ist kleiner oder gleich 
Summe der absoluten Betrage" auch fiir bestimmte Integrale 

00 

laB z. B. fur V(x) ^fe-H^^dt ($i(x > 0) 



1) Ygl. z. B. Weicrst-rafi, Abhandlungen aus der Funktionenlehre (Berlin 
56), S. 93, 94. 

2) Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir v = 0. 
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ist: 

p < 

Da r < Q ist ; kann man die endliche Zalil M so groB wablen, daB 

fur a lie Werte von x : 

{q} r(^ + ^+i). p , * 

..... "" ^ 



also wegen ('8) erst r eclat 



p _ 
; 3 



wird ; worin d eine beliebig vorgegebene positive Grofie ist. 
Aus (7) erhalt man nun 2 ): 



worin 



also, da nach Forinel (6) der Eiuleitung dieses Kapitels 



worn 





gesetzt wurde. Xim ist aber, wenn <<?<!: 

^ / : i*- 1 (i ty dt < 6 x - \ I ] (i - 1}* \ at, 

*o 'o 

und dalier far em geniigend groBes x : 

.3T< ( (vgl. S. 25-i ; Anmerkung 2). 

1) Ygl. Forinel (6) der Eiuleitung dieses Kapitels: es ist ruimlicli offeubar 
i i 
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Ferner ist- 



[so 



aher konnen wir # so grofi wall] en, dafi 

:r(^ + /3-fl) : tf 

"" T(^) "" : ^'SW 

.t. Wir habeu nunmeh]* m und r/; so bestiiumt, clafi 



ird; folglich ist ; da 8 beliebig klein angenommen werclen kann ; 



Wir wenden jetzt die Bestimmimg dieses Greuzwertes auf die 
"ntersuclmn imseres Integrales 



;streckt liber den dnrch l) t gelieiiden Kreis um a^ an: In der Um- 
ebung des Punktes a t hatte v(f) die Form 



'orin 9(1^) und ^(0 i n diesem Bereiche liolomorphe Funktionen be- 
euten: daher 1st nacli bekaunten CaucliysGhen Integralsatzen x ) : 



\ r ird / - a.,s ; gesetzt, so erlialt man 

L 

7u - (1 r^Wja;^^ /V-^l-^y^^)^, 

r^ 
Lso init Beriicksiclitigung des Grenzwertes (12): 

1). 



1} Ygi. z. B. Durcge, Elemente der Theorie der Funktionen einer koinplexen 
randerlicbeu GroBe (4-. Aufl. Leipzig 1893). 3. und 4. Absclmitt. 

W a 1 1 o n b e r p - : Linoarf- JJifferenzenglcichTingen. 1^ 



10. Kap. Integration der linearen DiiFerenzengleichungen durch Reihen. 

Nun war 

^00) = ^+ JT 2 + JEa; 

ergibt sicli endlich mit Riicksicht auf (6): 



lira ,( = (1 - C "*U r(& + l)o,.*. + * - r( x + + 1) ' 

; baben zwar bei der Heiieitung dieses Resultates vorausgesetzt, 
9?(/3J > 1 ist, es gilt aber auch fur 9t(&)^ 1; denn w enn. 
hinreichend oft partiell integriert, so fiihrt die Untersuchung von 
auf Interate voii der Form 



nunmehr s Ji (f$ } - 1 - q) > 1 ist. 

Integriert man auf dieselbe Weise um jeden der singular-en 
ikte a l} so erhalt man n Losungen n^ (==^(#); i=^} ) 2 ) . .. y n) 

Differ enzengleichung (1) ; welche sich fiir groBe reelle positive 
rte von x asymptotisch wie 

c t a;'V>;~ :/ '~ ] (c i Konsianten; i 1 ? 2, . . ., ;?) 

halten. 1 ) Dieselben sind linear tinabhangig, wenn a . > | a 2 > - > a^ | 
denn angeiiommen, es bestande eine Relation von der Form 

(11 (1) , i'2i (2) . , (} i: 

CO ' ' U + CO ' U + ~ CO ' ' ?.t 
./ .r ' .<: .r ' l x x 

-in die co^' ; periodische Funktionen von der Periode 1 sind, so 
:en wir x -f- ?' an Stelle von x 7 worin v eine ganze Zahl bedeutet^ 
aB G/j_ r = co^. '' ist und die Relation jetzt folgendermaBen lautet: 

ill (1) . (2 1 (-') , , (ti'i '//) /> 

to ' u co " u 4- 4- co it' J = . 

.c r - T ' ;c x-i- r ' ' .r .1: r 

r diviclieren nun diese Gleichmig durch a'?~ r (x 4-v'}~'' i ~' 1 und 

O 1 \ j 

;en darauf v unendlich groB werden: dann folgt mit Beriicksich- 
:mg der obigen asymptotischen Werte fiir alle x mit etwaiger Aus- 
:me diskreter Punkte co^ 1 ' q = 0, wo q eine von Xull verschiedene 
istante ist, also identisch oj . ==0 2 ). sodaB in der fragiichen 
ation das erste Glied unterdriickt werden kann. Dividiert man 
^elbe dann durch a*~ v (x + vY'"~~ l und laBt wiedor v unendlich 



1) Ygl. den An su ruck fiir V (x\ im 10. Kap., I, B, S. 237. 

2) Dabei schlieBen wir solche periodischeri Funktionen aus, die nnr an 
:reten Stellen von Xull verschieden sind. 
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groB v, r erden ; so folgt co, ? 5 2; = 0; ebenso zeigt man ; daB auch co a , 1 ' == 7 . .., 
03^ = sein muB. Dieser Beweis gilt auch noch, wenn mehrere 
Wurzeln a t der ^charakteristischen" Gleichung gleiclien absoluten Be- 
trag haben (ohne einander gleich zu sein), falls nur die zugehorigen 
Exponenten ^ verschieclene reelle Teile besitzen; denn ist z. B. 



so konnen wir sie uns so geordnet denken, daB 



ist, und claim die obige SchluBweise anwenden. 

An Stelle des oben angegebenen Integrationsweges batte man 
auch den folgenden wahlen konnen: es sei c t ein Punkt des klcinen 
Kreises um a z derart, daB | c. ' > a, t ist; von e i ziehen wir eine 
Gerade L, die sich bis ins Unendliche erstreckt und durch keinen 
singularen Punkt hindurchgeht ; und integrieren von C5C langs L bis c. } 
durchlaufen die Peripherie des Kreises um a t und gehen dann wieder 
von c r langs L nach oc. Ein anf diese Weise definiertes Integral 
geniigt der Differenzengleichung (1) in einer Halbebene links von der 
durch 9?(^ |) = bestimmten Geraden, worin g diejenige Wurzel 
von P n (oi) == ist ; welche den kleinsten reellen Teil besitzt: dann 
sind namlich die Bedingungen (3) erfullt. Durch dieselbe Uuter- 
suchungsmethode wie oben 1 ) findet man, daB fiir sehr groBe negative 
Werte von x die Losungen der Gleichung (1) sich wie 



d. h. wie 



verhalten, also ebenso wie far grofle positive x. 

Wenn die Differenzen zwischen einigen der GroBen ct f ganze 
Zahlen sind, so wird v() in der Umgebung des Punktes t == durch 
Reihen von der Form t a i (log t)' J (p () dargestellt, wo cp(f) in der Um- 
gebung von t = holomorph ist. In diesem Falle andert sich nichts 
an der vorhergehenden Entwickelung ; da v (f) i~~ "p ~ r { auf dem Integral! on s- 
wege liberal! endlich bleibt. Ist ferner fl t eine ganze Zalil ^ |> 1 ; 
so ist v(t) in der Umgebung von a. holomorph ; also das Langs des 
Weges um a t erstreckte Integral U L (X) identisch Xull: in diesem Falle 
kann man. den vorher gewahlten Integrationsweg durch die Strecke 

1) Man hat nur in dem dort betrachteten Integral T die UDtere Grenze 

grofier als 1 anzunehmen und die reziproke Substitution t = - auszufiihrcn. 

u 

11* 
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YOU. bis a ^ ersetzen ; da in diesen beiden Pankten die Bedingungen (3) 
erfiillt sind; u. t (x) verhalt sicli dann fur groBe positive Werte von x wie 



A a^ 
' 

Betreffs der ilbrigeii Ausnahmefalle (fa eine ganze positive oder 
negative Zahl <^p 1: einige Wurzeln % einander gleich bzw. 
oder oc 1 )) miisseu wir auf die Arbeit von Norlund selber verweiseii 
(3., S. llff.). 

Bisher haben wir bei der Bestimrnnng des Wertes von u x f'iir 
groJBe Werte von x nur das erste Glied der Reihe q>(f) in Betracht 
gezogen; man kann aber eine grofiere Anriaherung erzielen, indem 
man die oben betrachteten Integrale in Fakultateureihen entwickelt. 2 ) 
Wir hatten 



(13) 

das Integral erstreckt iiber den vorher angegebenen Weg, und 

(14) <p(t) = A, + Atfa-t) + Asfa-f)- + + A M (a { - t) m + 



die Reihe fiir cp(() konvergiert innerhalb eines Kreises urn a tj der 
durcli den deni Punkte a t nadsten singularen Punkt liindurchgelit. 
Wenn ausnalwnsweise kein singularer Punkt von v(t) 1st und inner- 
halb dieses Kreises liegt, so erhalt man, wenn man in (13) cp(t] durcli 
den Ausdruck (14) ersetzt und gliedweise integriert 3 ): 



\vobei von clem konstanten Faktor (1 er^tya^i abgoselien worden 
1st. Diese Reihe entspricht den Xorinalreihen in der Theorie der 
linearen Differentialgleichmigen : sie konvergiert im gauzen eiidlichen 
Teile der #-Ebene mit Ausnahme der einfacheu Pole ^ 1, 
fa 2, fa 3 ; ... gleichmaBig. 4 ) 1st feriier ein singularer 
Punkt ; der a f von alien singuliiren Punkten am niichsten liegt ; so 
konvergiert die Reihe (15) f'iir 9i(;>; + a y; i > ; wo a p die oben defi.- 
nierte GroJBe ist. 5 ) 

1) In dieseni Falle wird die Substitution w- r = P" (;>?, n: r gemacht und u \vio 
im 0. Kap., I, C durcli das Neii'tonzche, Polygon bestimint. 

2) Norlmd, 3., 10; W. 

3) Ygl. Formel (G) der Einleitung zum 10. Kaj) 

4) Ygl. Piitclierle, 10., S. 226; Nielsen, 3., 96, Satz V. 

5) Ygl PincJterle, 11. (Februar 1902); Nielsm. 3., 95 u 96, Satz lu III. 
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Wenn dagegen diese speziellen Annahmen nicht zutreffen, so diver- 
gieren die Fakultatennormalreilien im allgemeinen; sie sidlcu ciber in 
diesem 'Falle das Integral der Glriclt.uny (1) asymptotisch dar: Setzt 
man namlich 



so kaini man zeigen, daB 

(16) lim ,- rp+ALv + V. _ ,S V (X, = 



ist. Der Beweis wird ganz ahnlich gefiihrt Avie oben bei der Be- 
stiminung des ersten Gliedes der Reihe fur u x fiir groBe Werte von x, 
nur dafi hier statt eines Gliedes v + 1 Grlieder auf die linke Seite 
gebracht werden. Zunaclist besteht wieder die Grleichung (6) 7Ai Jleclit; 
daher ist ; wenn t = fyz gesetzt wird, fur selir groBe Werte von x\ 



wo n 



.A; - A^f^a - e y, ^dz, (^= *; < i), 



ist. ^ T un zeigt man genau wie vorher, daB nacli Vorgabe eines be- 
liebig kleinen d fur genugend groBe m (>v) bei ??eu Werten von x 

r ^+_ft+ 7 '+ 1 ) 7^ ^ * J ) 

! (>)"' ' < :> ? 

imd ffir genugend groBe x 



1) \ r gl. G-leicbimg (9); man braucht nur P in der Form zu .scbreiben: 
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sowie 



ist. Fur hinreiehend groBe Werte von m und x ist also 



womit die Gleichung (16) bewiesen ist. 

IV. Dift'erenzengleichungen beliebiger Ordnung, deren 

Koeffizienten Fakultatenreihen sind: Normalf orm ; Integration 

durcli kouyergente Fakultatenreihen. 2 ) 

An die Spitze dieser Untersuchung stellen wir zwei wichtige 
Satze iiber Fakultatenreihen,, fiir deren Beweis wir aber auf die Quellen 
verweisen iniissen. 

Satz I: Die Fakultatenreihr, 

o - ^ ^S^ r ' a ' 

''"' ^_ x(x + 1 % ) ix + r} ' 

r = Q 

welche fur 3i(V) > /, unbedmr/t Jconveryiert' 6 ). kann in die J:\tkultdfcn- 
reihe 

"y\ , /// + !\ , (y + r 1 \ 1 

J ,.-!+ ( 2 ), , + T-( r JoJ 

Jt v-v ^/J ^ _|_ 2/) :^ _!_ ;/ _(_ i^ -u . . 4. ./ -j- // + r) 

r-Q 

trans f or wiert w-erden; diesdbe konvergiert 

fiir $((x) > () ; 3x(,r) > /, /r^y/u $\(y) ^ ^. 

?'.sf. 

Den Bcweix dieses Satzes findet man bei Nielsen, 3. ; g 98: er wird 

L 

in der Weise gefuhrt, daB Q(x) als Integral von der Form j cp(f) /''~ 1 dt 

L 

dargestellt und dieses clann durch das Integral | cp-. t] t~ >J /'' v '' 1 d/ er- 

o' 

setzt wird, welches wieder in eine Fakultatenreihe entwickelt werden 
kann. Ein zweiter Beweis. der nicht auf die IntegraldarsteJlung 

1) Vgl. Gleichung (11). 

2) 2\'Mun'l. 2., 4. und brieflichc Mitteilung an den Verf. W. 

3) Hierbei sind wie auch im folgenden die Punkte x = 0, 1, '2, . . . 
stets auszuschliefien. 
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der Fakultatenreihe rekurrierfc, stutzt sich auf die Betracktung der 

OC 

Doppelreilie J> u r ^, wo 

r, s = 

?/ = f/ T 6 > ^^ / T ' '. '. '..^..T 5 _~7 J " y ^ wenn 5 > 0, 
V " + * s! (a: -f y) ( + ?/+!) ( + S 

w r r ^, = 0, wenn. s < ; 
und 

r!a,. 



'ist ; auf welche ein bekannter Satz von Ca-ucky 1 } angewendet wird. 2 ) 
Sate II: Wenn eine Fakultatenreihe mit den ,,Koeffizienten" a k 



//>* 9t(^) ^> it ^ JiOnverc/iei't, so t.st 

log J 
a - lim sup -, 



Dieser Satz geslattet, fiir QC#) eine Majorantenruihe aufzustellen: 
es sei namlich. f eine beliebig kleine positive GroBe, so folgt aus 
demselben. da6 ffir alle v oberhalb einer gewissen Schranke 



ist. Xun 1st aber, wie sick uiimittelbar aus der Produktdarstellung 
der Gainmafunktion ergibt 4 ), 



also insbesondere fiir a == a + + 1, /3 = 1 



daber laBt sicli eine positive Zahl M derart angeben, daB fur samt-- 
liclte Werte von v 

l\ ; Aualy.se algebrique (1821), S. 541. 

"2 Briet'liche Mitteilungen von ^\drlund an den Verf. \\ r . 

X Landau, 2., Satz VITI, S. 176. 

4; 1. Kap., II, C; vgl. Nielsen, 3., 21: Landau, 2., S. loi). 
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, ir (11 + ^ + 1) (ii + + 2) (a- + s + y ) 
"~~~" 



; k = o 
wird. Wir betrachten nun. die Reihe 



u, -f a , (u + ?) (a + g + 1) \ i) . 

+ -i + 1 -r -T^pTx^-f 2~T + " V : 



i __ ^_dbl 

X 

dieselbe konvergiert unbedingt fiir 9ft(rc)> k u ; besitzt lauter positive 
Koeffizienten, und die Summe ihrer v -f 1 ersten Koeffizienten ist 
fiir alle Werte von v groBer als der absolute Betrag der Surnme der 
v + 1 ersten Koeffizienten a k der Reihe Q(rr), da ja, wie man leiclit 
durch vollstandige Induktion zeigt ; 



(u + g + 1) (ii + f + 2) - (u, + g + i') 

^ ~~ 1 .' 9" "... v 
1st. 

jSTaeh diesen Yorbereitnn^en wenden wir uns zu der Inteo'ration 

O <-^ 

der Differenzengleicliungen von der folgenden Normal-form: 



(1) POO 

(p^ = 1 ; Faktor vonjpj ; w r gleich 1), 
worm 

VX = (- lyA^t 
1st und 

(2) 



Fakultatenreihen sind ; die fiir 9i(r/:) > a unbedingt konvergieren. ") 
Nun ist, wie man leiclit durch vollstandige Tnduktion beweist, fiir 
eine beliebige Zahl Q : 

1) Vgl. dieses Kap., I, A, 2., Beispiel (erste Stirling $C\\G, Form el). 

2) Hierin ist der Fall enthalten, daB die p 1 ^ rationale Funktionen shul, 
der en Zahler liochstens von demselben Grade wie der Xenner ist; denn man 
kann dieselben in Partialbriiche zerlegen nnd die einzelneu Partialbruclie nach. 
den beiden Stirling schen Formeln (vgl. 10 Kap., I, A, 2., Schlnfi; bei mehr- 
fachen "Wnrzeln des Xenners eventuell niit Zuhilfenahme des Satxes I) in Fakul- 
tatenreihen der oben angegebenen Form entwickeln. 
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nnd daher 



. 

worin 

>--(<>4--^^ 



gesetzt worden 1st; mittels der Reihen (2) lafit sich /'(a?, 9) nach 
Satz I in eine Fakultatenreihe 



entwickeln, welche in einem gewissen Gebiete koiiYergiert. 

Wir wollen jetzt die vorgelegte Gleichung (1) clurch eine Reihe 
von der Gestalt 



zu befriedigen suchen; es eroibt sich 



;,' = o 
Znr Bestimmung der GroBen c k erhalteii wir daher die Gleichungen 

(6) ^/ ((> + *) + c^!/',^ - 7c - 1) + - + * /,( ? ) = ; 

(7: = 0, 1, 2, . . .); 
fur k == wird 

f(,/o(?)=0; 

^ o ('=4= 0) bleibt willkiirlich, und y bestimmt sich als WurxeJ der 
: ,deternimierenden Gleiclmng" 

>'(?) = /i(9) = 0, 
wo 

f'f o) - (> ((> -f 1 ) (Q - n 1) H h Q (Q -r 1) - - (o -f A- 1) ^. ( + - + a 0o . 

1st nun ^ eine Wurzel der determinierenden. Gleichung, aus der 
keine andere Wurzel durch Addition einer positiven ganzen Zahl her- 



266 



vorgeht, so kanr, man :ius 1M ;!.-:'-!,M.,^ :> M. :,< .', ,;;U.^, , 
nen. I'm '' t""iial.- \ .-r.-tuiurliuir.; /. .-r/.-i,- 



c, ... berechnen. 

~ 2 J 3 ? 

setzen wir 



dann geniigt r r der 

>(7) 



r ./ 



r r 



/"' =- 1: Factor \<n 



worn 



} (/ = 0, 1, ^ ...->/ 

ntt' + y (/i ~ 1 ^ init konsts 

P r ) ') Jr x 

leicht, wenn man die Formal 



V , 



sowie die GJoic. 
sicli daher in Ka 
S 3i(.7;)> 4 u ? entwirkeln. unl 
von der .Form 



V 



transtbrmioren, w^lclu' kom 

fur M(x) <. 

f'iir S J{ (:/:!/> 1 - <>. 

1st (es 1st niimlirh // >/u 
und ?/ = (> 1 ). 

Die Diireren'/rim'lricluu 
Keihe von der (u^stalt 



befriedigt: t k s isi also jet/.t in \\ .;.'..-< 

F((j')== jrleuil! Nulf (,1. h. /. ( 

setzung (lurch k( i inr po-itm- '.r;ui/'- /,: 
die liekursiojisi'ornif! /.nr lU-r.-rls:^; 

I; V^l. .?. AV/>.. L II. 
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rgenzbeweis geeigneten Form zu erhalten, sehreiben wir die Glei- 
ung (7) in der Gestalt 



:>rn 



M* + P - *) (* -f P - * + 1) ?** (^ = 1), 



+ P - 1) (* + 9 - 2) (* + P - * -i- 1) 

A- = 1 

(Faktor von ^ r (1) V^, gleich l) . 
id 



VVenn dawn v Xull oder eine ganze positive Zahl bedeutet und 
eder 

(y + ^ 1) 4- - - 

' -r b kt v(y + 1) (v + k 1) - - - + & IQ V ; 

1) - (v + n 2) + 



setzt wird ; so Ia6t sicli /"(,, ;-') nach Satz I in eine Fakultatenreihe 
n der Form 



twickeln ; die dasselbe Konvergenzgebiet besitzt wie die oben liin- 
schriebenen Reihen fiir die yT'- Setzt man ferne-r 



erhalt man f'iir die Bestimmimg der GroBen r 1; /- 2 , c ;; . . . di 
kursionsformel 



> =-- 0, i, 2, . ..}; 

5rii) siiid die ^(v) lineare Funktionen der GroBen 6' A == 
== 0, 1, . .. ; n 1) mit -positiven Zanlenkoeffizienten. 
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Wir ersetzen jetzt die s k durch GroBen, welche positiv und dem 
absoluten Werte nach grofier als dieselben sind, und wahlen zu diesem 
Zwecke fur q^' (Jc = 0, 1 ; . . ., n 1) die folgende Majorantenreihe: 



X+Q 
WO 



19; wenn 
+ 1 wenn 



ist, wahrend a' die groBere der beiden Zahlen und t a bedeutet 
Alsdann betrachten wir die Majoranten-Differenzengleichung 



(10) p (x + 9) (AJ + o 1) (x + ,0 7t- + 1) V*-^ 



worin ^ eine nocli naher zu bestimmende positive Zahl ist: diese 
Gleiclmng wird formal durcli eine Reihe von der Form 

(\~\\ r _ ") -i- ^ l - -i_ ''- ' 

( } l '*~So . ^-j-o+'i ' .> +~ c + i) > + e -f 2) ^ " 

befriedigt. An Stelle dej- ; ,determinierendeu Funktion^ ./"(^) tritt 



ist: diese Funktion verschwindet ebenso wie /''(r) fur i/ = und 
nimnit fur alle positiven gaDzzaliligeri v positive Werte an. Der 
Rekursionsformel (9) fur die c v eiitspricht eine solche fur die 7,, : 

(12) P9 (v + 1) 7r + 1 = A ( V ) ;, r + A x (v ~ 1) v,.,, + - - - + //, r (0) y Q , 

( v == 0, 1, 2, . . .), 

in welch er die Koeffizienten h, samtlich positiv ujid groBer als die 
absoluten Betrage der entsprechenden Koeffizienten fj / sind. 

Wir bestimraen nun p derart ; daB fiir alle positiven ganzzahligeu v 

p<p(v)< r(v] 

wird; das ist deshalb nioglich ; weil /''(?') fur keiue positive gauze 
Zahl verschwindet und 



lim ^ -- 1 

____ . J' (V) 
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ist. 1 ) Wird dann nocli y positiv und groBer als C Q angenornmen, 
so ergiht sicli aus (12) sukzessive y r + i (v = 0, 1, 2, . . .) als ein Bruch, 
dessen Zahler groBer und dessen Xenner kleiner ist als cler absolut 
genomrnene Zahler bzw. Xenner des aus (9) entspriiigenden Bruches 
fur tf.u- es ist daher fiir alle v 



Somit konvergiert die lieilie (8) und stellt eine Losung der Differenzen- 
gleichuug (7) dar, falls die Reihe (11) koiivergiert. Um dies zu 
prufen, inultiplizieren wir in cler Gleicliung (10) auf beiden Seiten 

in it 1 --- -' und setzen die Reihe ('11) ein; dann erhalten wir init 

x + Q v / ? 

Beriicksichtigung der Form el (3): 



worn 



ist. Durch Multiplikation mit x + $ nimmt diese Gleichnng die folgende 
Gestalt an: 



"V* cp ty- 

x^ Vr (^'irTj^y-TTTi'irr:^ 



+ *) 



? . . .. , - ,- - N 

(K -}- o -j- 1) - (x -}- p + v " 

r =--- 

(lie linke Seite dieser Gleichung, 



_. ___________ 

v + 1 (x + p -f 2) r.r + (? + i' -T- 1) ; 

-_- 



lilfit sich nach Satz I in 

oc 

^2feT^+rS? 



9 _|- i) (x + () -f 2) - (j; + o + v) 

r=rO 

i) Von oiner Ijestimmtcn endlichen Stelle a' = t an wird nlimlich deswegen 

!;,g;<2 (^i^ + i^ + a,...); 

es geniigt da.hcr, p <^~ und gleichzeitig kleiner als den kleinsten der (von 
vcrschiedenen) absoluten Betragc von -;;', -^', . . ., ^A wa 

; 6 qcl) 1 qp(-2' 9(^ 1) 
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transform! eren. Setzt man noch /^. i'! ?',',; so erhalt man fur die y' r 
die Reknrsionsformel 



aus derselben ergibt sich 

/'>''> i) _j _ 

l ~~\~ l + "r ( lim ^'^ 



Daher wird ; wenn # r das (i;-fl) te Glied der Reihe (11) bezeichnet^ 

^ _ _ i a' + 1 -f (l + -~) (A - - 1 + 8 V ) 

also 

^-r\ 

lim ^ ( 1 - I == x + Q -(- 1 (^ w ) ' 

\ b I 



folglich konvergiert nacli einem bekannten Kriterium 1 ) die Reihe (11), 
falls 

5H(^+ S 0) > / 7?, 

ist, und hieraus folgt wiederuin, daB die Fakaltatenreihe (8) bzw. (5) 
konvergent ist 

fur ^Kx) > ^ n, wemi ^H(p) ^ 1, 

fur ^)i^ 



Aus uiiseren Entwicklungen HieBt der folgende 
. Xatz: Wenn far erne Differ enzengleidiung n fc/ ' Ordnuny t;on der 
Sormalform (1) ; der en Kocffizienten p^ fiir 5)i(,^) > u- konrer genie 
Fahultatenreihen sind, l:eine zivei Wurzeln der deter mini erendeyi Glcl- 
ehuny sich um eine ganse Zahl (irikl. ()) unterxclteiden, so entspreclien 
ihren n Wurzeln Q t (/' = 1 ; 2, ...,, n) n Fimdamenta/losungeii-' 2 ) u]'. } von 
der Form (b}, und zivar konverc/iert n-[' J 

fiir Si(r/;) >un. trenn ^(^ / )^*1, 

fiir 9t(# -f-^ l) > 11 n, wemi ^(Q,) < 1 
ist; darin l>edeutet \i die f/rofierc der lei den Z aid en -and a. 

1) Ygl. Weierstrafi, 1., Abschn. 5. Satz V VII. 

2) DaB die u^) >'= 1, 2, . . , n] ein Fundamentalsystem bilden, ergibt sich 
daraus, daB fur groBe x die ,,Determinante dieser Fnnktioiien" (\gl.2. Kap., I, A) 



_ 
T) (u'^\ uf\ . ..., w> } ) = a; 2 ' ( C + eg, ^ + , lira S x . 

ist, so daB I) niclii identiscli verschwmdet. (W.j 
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A.uf den Fall, daB einige Wurzeln der determinierenden Gleichung 
sich um eine ganze Zahl (inkl. 0") unterscheiden ; konnen wir hier 
nicht naher eingehen (vgl. Norlund, 2.\ 

Beispiele *) : 

1. ^' a k x(x 1) (x -k + 1) V 7 '^ = (a k Konstanten ; a n = 1). 
Hier ist 

f(x, o) == f Q (Q) = V a, s o(> + 1) (p + A: - 1) ; 



daher ergibt sich, falls die Wurzeln p. ; (i = 1 ; 2 7 . . ., n) der deter- 
minierenden Gleichung f Q (o] == samtlich von einander verschieden 
sind^ uninittelbar aus Gleichung (4) als allgemeine Losung unserer 
Differenzengleichung : 



worin die CD^ ?3 Konstanten" (periodische Funktionen von der Periode 1) 
bedeuten. 



(a ; . imd Z) ; . Konstanten, a /i = l ? 6 W = 0). 
Hier ist 



worm 



!\ (o) = ]l> t 9(9 +!) (9 + * ~ l) (P (O) - !) 

/: = 

Wenn die Gleichungen / ((>) == und / > i (^)) = eine gemeinsame 
Wurzel p ;/ besitzen, so wircl fiir ctlle x 



die Gleichung 2. besitzi daher, \vie unniittelbar aus (4) folgt, die 

Losuno- - , '',''" ;' .-: wir konnen daher im folcrenden diesen Fall aus- 

- 



Norlund, Briefliche Mitteilung an den Verf. W. u. 4. 
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sclilieBen. Mit Beriicksichtigung der aus dem Satze I oder aus der 
ersten Stirling scken Forinel (10. Kap., I, A. 2., SchluB) folgenden Ent- 
wicklung 



_ 

x + 1 
ergibt sick nun 



Aus der Rekursionsformel (6) erhalt man daher fiir jede Wurzel Q 
der determinierenden Gleichimg /~ (p) = 0, deren Wurzeln sich nicht 
urn ganze Zahlen (inkl. 0) unterscheiden mogen, zur sukzessiven Be- 
recbnung der Koeffizienten c f . die Gleichungen: 



c s /i(p + 2) + q ^(p + 1) + c o /-,(?) = 0, 

CB /o(? + 3) + c s fi(? + 2) + ^(9 + 1) /i(? 
usf. 

Wahlt man c ; so ergibt sich 




usf. 

1st daher 

/o(p) ^ (Q ~ l) (P ^2) ' (s C 0; 

() / (p + 1) - ^(9 + 1) = (p - /3 )(p - ft) - - - (o - ftj, 
so erhalt man folgende Losung der Differenzengleichung 2.: 



V x >5i_7~?q);:-^~ftjL ; :. ("_iJ v *)'-< a i 

^ ' ' 2 ' ! (-'l ~~ %> +!) ( a i K ,i -T 1 * ( a 'l a s + 7; ) 



und 1 analoge Losungeu u^ j , u^ } , . . ., u*\ die zusammen eiji 
Pundamentalsystem der Grleichung 2. bilden. 

Sclilu Bbetrsiclitung : 

Wenn wir die bisherigen Entwickelungen (1. Teil, 1. Kap. und 
2. TeiT) noch einmal zusaminenfassend uberschauen ; so ergibt sich die 
bemerkenswerte Tatsache, daB die von uns betrachteten Differenzeu- 
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gleickungen im allgemeinen ein Fandarnentalsystem TOR Losungen 
besitzeii ; welch e eindeutiye transzendente Funktioiien init unendlich 
vielen ; ,kougruentej>^ Poler und der wesentlicli singularen Stelle oo 
sind. 1 ) Dabei tiitt an Stelle des in den. Integralen der linearen 
Differentialgleichungen auftreteiiden vieldeutigen Faktors x u (a be- 

liebio-e Konstante) der cmdeutiye Faktor -^-.rr- bzw. r 7 r ~~ r --/-^. 

^ * 1 \Jj I ^G K ~- ] Ij 

und an Stelle des vieldentigen log x die eindeutigc. Funktion Y(,x) = 

^log^)- r r ^- S ) 

ScnlieBlich sei nocli einaial ausdriicklicli anf die liervorragende 

Bedeutung der axis der iopZa-ceschen Transformation hervorgehenden 

i 

Inteo'rale YOU der Form f t*' 1 cp(f] di fiir die Losung der linearen 

o 

Differeiizengleicliungen hingewiesen: aus denselben crgibt sicli durcli 
Entwickelvmg von cp({) in eine nach Potenzen von i fortschreitende 
Potenzreihe und gliedweise Integration die Partialbmclweihe , durcb 
wiederholte partielle Integration oder anch. durcli Entwickelung der 
Funktion y(f) nacli Potenzcn von lt und gliedweise Integration 
sowie Anwendung der Eider scliQn Form el (10. Kap., Einleitung, 
Gleicnung (6)) die FakuUatenreihc und encllicli mittels der Binomial- 
entwickelung i'iir P~ 1 == (1 (1 J;)''" 1 durcli gliedweise Integration 
die Blnomtal-reiJie: natiirlich ist in jedem Falle die Konvergenz der 
betreilenden Ueihc xu untersuclien. 

1) V<4'1. Jlarnett, '2. und 3. 

:i) lunl'nclister Fall: Die DifTerontialglcichuug ( ^ = ^ ?/ besitzt das Inte- 
gral ?y = c.x'", die .Diirerenzcn^loicliung A?/ <( , = ~ ^ odor ?/. r .j. t = ---'-- y x die 
Losiui"- v/, ro f . ^-7~* J ( r ->-i = w r ); ferner die Difrerentialgleicliuno- = 

n .- .; .- I v '^j .... a X ,L 

<las Into^nil ?/ log ,7; -1- c, die J)ifrercn/engleichung A 1/3. == die Losung 

r - r x -4- c,') 

y f ,.^\\i( :t ^ ..!_ 0)r . C'hri^eiiB verhalt sich file groiie .YJ die Funktion " r "7^"" { w ^ e 

x (vgl. /O. A>,p., I, B, Ausdruck fur \i(x) 



1 S 

r^: I, mean; J)iffercnzcnt?li!ichiin^ei:. 
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-A.nin. 1). Der erste Satz soil nacla Berii.cksichtign.ng cler unten folgenden 
Bemerkungen unterdriickt \verden. Im zweiten Satze lies H<Cs statt H<f. 
9 v. o. vor ,,kleineren i: einzuschalten ,,dem absoluten IBetrage nacli u . 



Bemerkungen zum Satze YOU Poincare (S. 202 ff.). 

O"xn etwaige Komplikationen zn vermeiden, sollen die Grenz- 
no. durcliweg in dem Sinne genommen werden, da6 x von einem 

: OO 

n Anfangswerte # an in ganzzahligen Intervallen wachst: 
- is (v = 1 ; 2, 3 ; . . .); ebenso ist im Abschnitt D ftir den Grenz- 
Q. zu nehmen x = x^ v (v == 1 ? 2, 3, . . .). Diese Grenzwerte 

lediglich ; welche in den folgenden Anwendungen vor- 



- OO 



Dor Ausdruck ;; zwischen und - (: (S. 205 ff.) bezieht sicli 
i aiaf die Werte von H, bedentet also: < J? < (ebenso 
io.f die Werte von y J 

Us 1st noch der Fall zu berucksichtigen ; claB fur beliebig groJSe 
oxa x die GroBe -ff^f ist, ohne da6 lestdndig H <^ 8 bleibt. 
C s folgt: 

don Gleiclinngen (10) und (11): 



er ist 



^o Bemerkungeu zurn Satze von Poincare. 

Analoges gilt fur | J^ . Da lim ~ endlich ist, wie aus der Be- 
stimmungsgleichung fur' (S. 205) hervorgeht, so gibt es cine end 
liche positive Konstante li derart, daB, weim J^ <T ist, //^ < Iff 
wird Da die GroBe H abnimrnt, sobald sie groBer als 6 wircl ; so 
kann, wenn einmal H x <, s ist, H x + v (> 1, 2, 3, . . .) nie groBer als^ 
werden- daher ist wegen lim auch hier lim PI = 0. (V^l. 
J/oni 1, S. 180). 

4. Bei der Betraehtuug des Quotienten ft = '-^^ : ^ ftir dou 

Fall. daB J5T r , r (y = 0, 1, 2, . . .) bestandig groBer als bleibt (S. ^OOj, 
\vahle man eiue positive GroBe a' derart, daB <0'<1 ist, mid 
bestimuie ^ durch die Gleichung 



falls man 6 (< 1) gleichzeitig groBer als ( - - mid ^- genomincn Iiat 7 
kaiiD man iibrigens <?'=(? wiihlen. Dann ist lini'=0; ferner g(>\\i 



aus den Bestiinnningsgleichungen fiir s uud f' hervor ; daB bos 
eiit\veder s'> oder f'<^ ist. Ini ersteren Falle kann man 

J/"> - > , die GroBe durch / ersetzen: d. h. es ist fur /< ' 



also ft < (?'< 1 und daher wegen lirn 6 X = anch lim '-' 
Ist dagegen '^^ ; so ist fur 7:7" > , < 



d. h. wieder ft < <?' < 1 und daher lim '- =0. 
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